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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. При проектировании и эксплуатации 

систем большое внимание уделяется надежности и эффективности как самой 

системы в целом, так и отдельных ее компонентов. Вопросам надежности систем 

различного назначения посвящены работы [1, 2, 7, 13, 20, 21, 25, 26, 54, 61, 70, 71, 

89]. Существуют различные способы повышения надежности и эффективности 

функционирования систем, одним их которых является временное 

резервирование [21, 61, 15, 29, 30, 131]. Оно получило довольно широкое 

применение, как требующее сравнительно меньших затрат и позволяющее 

значительно повысить надѐжность и гибкость системы. 

Временное резервирование — это метод повышения надѐжности и 

эффективности систем, при котором системе в процессе функционирования 

предоставляется возможность израсходовать некоторое дополнительное время 

(резерв времени) на восстановление характеристик. Для систем с временным 

резервированием нарушение работоспособности системы не обязательно 

сопровождается отказом системы, так как имеется возможность восстановить 

работоспособность системы за резервное время. 

Резерв времени может создаваться за счѐт увеличения времени, 

выделяемого системе для выполнения задания и называемого оперативным 

временем. Он может возникать при создании запаса производительности всей 

системы или отдельных еѐ элементов. Наличие резерва времени характерно для 

систем, обладающих функциональной инерционностью. Источниками резерва 

времени являются промежуточные накопители, используемые в 

автоматизированном производстве [14, 29, 7, 79, 81, 92, 129, 118] и в 

информационных системах [60, 96, 114, 115, 122].  

Временное резервирование применяется в газотранспортных системах [25, 

26, 52], в которых источником резерва времени являются подземные хранилища 

газа, в энергетических системах резерв времени реализуется за счѐт накопителей 

энергии большой ѐмкости [25, 26, 52, 67, 83, 107, 141]. Следует отметить, что в 
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связи с появлением в последнее время и использованием накопителей энергии все 

большой емкости [107, 141], возрастает интерес к моделированию систем с 

резервом времени. 

Наличие резерва времени связано с человеческой надежностью: он даѐт 

возможность устранить последствия ошибок оператора.  

Существенный вклад в исследования систем с резервом времени внесли 

Креденцер Б.П. [21], Черкесов Г.Н. [59-61], Копп В.Я. [14, 15], Обжерин Ю.Е. [14, 

15, 30, 29, 41, 125, 117, 118], Песчанский А.И. [14, 15, 49, 50, 117, 126]. Вопросам 

исследования систем с резервом времени посвящены работы авторов, Бобовича 

Л.М. [3], Гениса Я.Г [4], Гильмана А.С. [5], Дружинина Г.В. [7], Зедгенидзе Г.Г. 

[8], Зеленцова В.А. [9], Харченко В.С. [59], Новикова Е.В. [27, 28], Ушакова И.А. 

[131], Калимулиной Э.Ю. [92] и др. Исследования зарубежных авторов 

представлены в работах Barnes A.K. et. al. [67], Birolini A. [71], Dong W. et. al. [81], 

Jia X. et. al [92], Kakubava R.V., Khurodze R.A. [94], Kumar G. et. al. [103], Kumar 

V.P., Wang S.J. [104], Mendes A.A. et. al. [109], Wu X., Hillston J. [139], Wu X., Yu 

H. [140, 145], Yan H. et. al. [142], Yao D.D., Buzacott J.A. [143, 144] и др.  

Монография Коппа В.Я, Обжерина Ю.Е., Песчанского А.И. [15] посвящена 

построению полумарковских моделей с общим фазовым пространством 

состояний систем с временным резервированием. Однако, как указано в [131], 

этот метод резервирования исследован менее подробно, по сравнению с другими 

видами резервирования и требуются дополнительные исследования в этой 

области. 

В ряде работ для построения моделей систем и исследования их надѐжности 

и эффективности используется теория полумарковских процессов [10-12, 16, 18, 

58, 90, 101, 102, 106, 113], скрытые марковские [24, 75, 77, 85-87, 90, 97, 100, 105, 

127, 128, 135-138] и скрытые полумарковские модели [6, 65, 66, 72-74, 84, 98, 99, 

108, 111, 132, 146-148]. В большинстве работ применяются полумарковские 

процессы с конечным или счѐтным множеством состояний [19, 64, 89, 91, 106]. 

Следует отметить, что полумарковские процессы и скрытые полумарковские 
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модели с общим фазовым пространством состояний ещѐ недостаточно широко 

вошли в практику моделирования систем.  

Современные большие системы характеризуются большим числом 

элементов, разнообразием связей, сложной структурой. При использовании таких 

систем, для которых построена полумарковская модель, не всегда удаѐтся при 

изменениях еѐ состояний полностью получить информацию, содержащуюся в 

кодировке состояний, а есть только возможность получить некоторый сигнал 

(информацию), связанный с состояниями вложенной цепи Маркова 

(полумарковского процесса). Например, в фазовом состоянии полумарковского 

процесса для каждого элемента системы указано находится ли он в рабочем 

состоянии или на восстановлении, а при использовании системы можно получить 

сигнал только о числе работоспособных элементов. Для систем массового 

обслуживания, например, могут быть получены данные только о числе свободных 

приборов, а не о состоянии каждого прибора, содержащиеся в фазовых 

состояниях. При использовании систем, бывает сложно или невозможно получить 

значения дополнительных непрерывных компонент, которые, как было отмечено, 

несут полезную информацию о функционировании системы. В этих случаях 

состояния вложенной цепи Маркова (ВЦМ) можно считать скрытыми 

(ненаблюдаемыми). Поэтому возникает задача нахождения оценок характеристик 

вложенной цепи Маркова и полумарковского процесса на основе наблюдаемого 

вектора сигналов. Это можно сделать, используя скрытые марковские и скрытые 

полумарковские модели. 

Скрытые марковские и полумарковские модели применяются во многих 

отраслях науки и техники: распознавании сигналов [127, 93, 17, 53, 84, 97, 135], 

биоинформатике и медицине [78, 84, 136, 66], моделировании временных рядов 

[149], экономике [73, 97], энергетике [83, 112, 44], промышленности [74, 76, 85, 

108] и др. Однако, большинство публикаций по данной тематике на иностранном 

языке, в то время как русскоязычные публикации практически отсутствуют.  

Целью данной работы является разработка и развитие методов 

математического моделирования восстанавливаемых технологических систем с 
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резервом времени и их моделей на основе полумарковских процессов с общим 

фазовым пространством состояний и скрытых марковских моделей. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие 

задачи: 

1. Анализ современной литературы по временному резервированию и 

скрытым марковским моделям. 

2. Разработка полумарковских моделей производительности 

технологической ячейки с учетом наличия мгновенно пополняемого резерва 

времени. 

3. Разработка полумарковских моделей функционирования двух- и 

многокомпонентных систем с поэлементным резервом времени. 

4. Развитие приближѐнных аналитических методов анализа систем с 

резервом времени на основе использования алгоритмов асимптотического и 

стационарного фазового укрупнения. 

5. Анализ влияния величины резерва времени на характеристики 

надежности и эффективности систем. 

6. Разработка методики построения скрытой марковской модели для 

систем с резервом времени. 

7. Разработка скрытых марковских моделей систем с резервом времени. 

Объект исследования – процессы функционирования восстанавливаемых 

технологических систем с резервом времени. 

Предмет исследования – полумарковские и скрытые марковские модели 

восстанавливаемых технологических систем с резервом времени. 

Соответствие шифру специальности. Работа соответствует паспорту 

специальности 05.13.18 – «Математическое моделирование, численные методы и 

комплексы программ» и охватывает следующие области исследования, входящие 

в специальность: 

 пункт 1. Разработка новых математических методов моделирования 

объектов и явлений; 
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 пункт 2. Развитие качественных и приближенных аналитических 

методов исследования математических моделей; 

 пункт 5. Комплексные исследования научных и технических проблем с 

применением современной технологии математического моделирования и 

вычислительного эксперимента. 

Научная новизна: 

1. Впервые разработаны полумарковские модели двух- и 

многокомпонентных систем с поэлементным резервом времени и получены 

расчетные формулы их характеристик надежности и эффективности. 

2. Впервые разработаны полумарковские модели производительности 

технологической ячейки с учетом наличия мгновенно пополняемого резерва 

времени и получены расчетные формулы производительности. 

3. Предложена методика построения скрытой марковской модели на 

основе укрупненной полумарковской модели с резервом времени. 

4. На основе предложенной методики, впервые разработаны скрытые 

марковские модели систем с резервом времени, допускающих построение 

полумарковской модели. 

5. Разработаны компьютерные программы расчета характеристик 

надежности систем с резервом времени, решения задач, связанных со скрытыми 

марковскими моделями. 

Научная и практическая значимость заключается в следующем:  

1. Разработанные полумарковские и скрытые марковские модели 

позволяют анализировать влияние величины резерва времени на характеристики 

надежности и эффективности систем различного назначения. 

2. Полученные формулы позволяют рассчитывать стационарные 

характеристики надежности и эффективности систем различного назначения с 

учетом резерва времени, решать оптимизационные задачи распределения резерва 

времени между элементами системы.  
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3. Разработанные скрытые марковские модели систем позволяют 

прогнозировать состояния системы на основе полученного вектора сигналов, 

находить наиболее вероятные последовательности состояний по сигналам. 

4. Полученные результаты можно использовать для систем различного 

назначения. 

5. Разработанные полумарковские и скрытые марковские модели могут 

быть использованы для создания на их основе алгоритмов и информационных 

систем поддержки принятия решений при проектировании и эксплуатации систем 

различного назначения, а также прогнозирования их состояний. 

6. Результаты анализа надежности и эффективности нефтепровода с 

поэлементными резервуарными парками при должной технологической 

переформулировке можно использовать для анализа надежности и эффективности 

системы газопровода с подземными хранилищами газа, системы водоснабжения с 

резервуарами на каждом участке, информационной системы с поэлементными 

хранилищами данных, систем электроэнергетики с поэлементными накопителями 

энергии. 

Методология и методы исследования. Результаты работы базируются на 

применении следующих аппаратов исследований: теории марковских и 

полумарковских процессов, скрытых марковских и скрытых полумарковских 

моделях, теории вероятностей, методов математического моделирования, теории 

надежности, теории восстановления, теории интегральных уравнений, теории 

принятия решений и др.  

Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Полумарковские модели двух- и многокомпонентных систем с 

поэлементным резервом времени и их характеристики надежности и 

эффективности. 

2. Полумарковские модели и формулы производительности 

технологической ячейки с учетом наличия резерва времени. 

3. Методика построения скрытых марковских моделей на основе 

укрупненной полумарковской модели системы. 
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4. Скрытые марковские модели на основе укрупненных полумарковских 

моделей систем резервом времени. 

Достоверность и обоснованность результатов диссертационной работы 

обеспечены корректным использованием математического аппарата, строгостью 

выводов аналитических формул, апробацией на научно-технических 

конференциях. 

Работа выполнена при финансовой поддержке грантов Российского фонда 

фундаментальных исследований № 15-01-05840а и № 18-01-00392а, а также в 

рамках основной части государственного заказа № 1.10513.2018/11.12 

Министерством образования и науки Российской Федерации. 

Апробация результатов исследования. Основные результаты работы 

были представлены на следующих конференциях: 

 Международная научно-технической конференции «Прикладные 

задачи математики», г. Севастополь, (2015-2018 гг.); 

 Всероссийская конференция с международным участием 

«Информационно-телекоммуникационные технологии и математическое 

моделирование высокотехнологических систем», г. Москва, (2015-2016 гг.); 

 Международная научно-техническая конференция «Автоматизация: 

проблемы, идеи, решения», г. Севастополь, (2015 г.); 

 Международная научно-техническая конференция «Автоматизация и 

приборостроение: проблемы, решения», г. Севастополь, (2016-2017, 2020 гг.); 

 Международная научно-техническая конференция «Современные 

направления и перспективы развития технологий обработки и оборудования в 

машиностроении» (ICMTMTE), г. Севастополь, (2017-2020 гг.); 

 Международная конференция «Распределенные компьютерные и 

телекоммуникационные сети: управление, вычисление, связь» (DCCN), г. Москва, 

(2018-2019 гг.); 

 Международный научный семинар «Методические вопросы 

исследования надежности больших систем энергетики», г. Иркутск, оз. Байкал, 

(2018 г.); 
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 Международный научный семинар «Методические вопросы 

исследования надежности больших систем энергетики», г. Ташкент, Республика 

Узбекистан, (2019 г.); 

 Международный научный семинар «Методические вопросы 

исследования надежности больших систем энергетики», г. Казань, (2020 г.); 

 ХV Международная научно-техническая конференция «Динамика 

технических систем» (ДТС-2019), г. Ростов-на-Дону, (2019 г.); 

 XV международная конференция по электромеханике и 

робототехнике «Завалишинские чтения — 2020», г. Уфа, (2020 г.). 

Публикации результатов исследования. Основные результаты по теме 

диссертации изложены в 30 работах: 11 статей опубликовано в изданиях, 

входящих в международные базы Scopus и Web of Science [88, 112, 114-116, 118-

121, 123, 124], 11 статей в других изданиях [33, 35, 38, 40-46, 123], 6 тезисов 

докладов [31, 32, 34, 39, 47, 48], а также получены два свидетельства о 

государственной регистрации программы для ЭВМ [36, 37]. 

Личный вклад. Все исследования, составляющие основное содержание 

диссертационной работы, проведены автором лично в процессе научной 

деятельности либо при его непосредственном участии. В совместно 

опубликованных работах научному руководителю принадлежат постановки задач. 

Все известные результаты, полученные другими авторами, указаны в работе со 

ссылками на оригиналы. В работах с соавторами, лично соискателю принадлежат 

следующие материалы: [119] – построение математической модели 

производительности технологической ячейки (ТЯ), анализ влияния величины 

резерва времени (РВ) на производительность системы; [46] – построение 

полумарковской модели производительности ТЯ с мгновенно пополняемым РВ 

без прекращения обработки единицы продукции, решение системы интегральных 

уравнений; [120, 41] – построение полумарковской модели двухкомпонентной 

системы с резервом времени, нахождение приближенных характеристик 

надежности с применением АФУ; [124] – построение полумарковской модели, 

решение системы интегральных уравнений для определения стационарного 
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распределения ВЦМ, вычисление стационарных характеристик надежности и 

эффективности функционирования многокомпонентной системы с поэлементным 

РВ; [121] – построение полумарковской модели, решение системы интегральных 

уравнений для вычисления стационарного распределения ВЦМ, определения 

стационарных характеристик надежности двухкомпонентной системы с резервом 

времени; [114, 122] – построение укрупненной полумарковской модели и скрытой 

марковской модели (СММ) двухкомпонентной системы с резервом времени, 

решение основных задач СММ.  

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 4 глав, 

заключения, списка условных сокращений, списка условных обозначений, списка 

использованной литературы (149 наименований) и 10 приложений. Общий объем 

работы составляет 221 страниц.  

Основной текст работы изложен на 138 страницах, включает 13 таблиц и 14 

рисунков.  

Краткое содержание работы:  

В первой главе строятся полумарковские модели производительности 

технологической ячейки с мгновенно пополняемым резервом времени с 

прекращением и без прекращения обработки. Проводится анализ влияния 

величины резерва времени на производительность технологической ячейки. 

Во второй главе разработана полумарковская модель двухкомпонентной 

системы с поэлементным резервом времени, найдены стационарные 

характеристики надежности. С использованием алгоритма стационарного 

фазового укрупнения найдены характеристики надежности, рассматриваемой 

системы. Для приближенного нахождения стационарных характеристик 

надежности используется приближенный метод, разработанный в [16, 15]. 

Проведено сравнение результатов, представлен анализ влияния резерва времени 

на стационарные характеристики надежности. 

В третьей главе строится полумарковская модель многокомпонентной 

системы с поэлементным резервом времени, определяется стационарное 

распределение и стационарные характеристики надежности и эффективности в 



14 

общем виде. Получены формулы для частных случаев (параллельного и 

последовательного соединения элементов). Решается задача анализа надежности 

и эффективности нефтепровода с поэлементными резервуарными парками, 

результаты которой при должной технологической переформулировке можно 

использовать для анализа надежности и эффективности системы газопровода с 

подземными хранилищами газа, системы водоснабжения с резервуарами на 

каждом участке, информационной системы с поэлементными хранилищами 

данных, систем электроэнергетики с поэлементными накопителями энергии. 

В четвертой главе на примерах двухкомпонентной системы с 

поэлементным резервом времени, рассмотренной в главе 2, и двухкомпонентной 

системы с групповым мгновенно пополняемым резервом времени предлагается 

методика построения скрытой марковской модели на основе укрупненной 

полумарковской модели. Решаются основные задачи теории СММ для 

рассматриваемых систем. 

В заключении подведены основные итоги данной работы, сформулированы 

результаты, представляемые к защите.  

В приложениях приведены: краткие сведения из теории полумарковских 

процессов с общим фазовым пространством состояний; решения систем 

интегральных уравнений для определения стационарных распределений ВЦМ 

полумарковских моделей для производительности ТЯ; расчеты в MathCad 

стационарных характеристик надежности систем, рассматриваемых в главе 2; 

сведения из теории скрытых марковских моделей; программа в Maple для 

решения задач теории СММ из главы 4; копии свидетельств о государственной 

регистрации программ для ЭВМ; копия акта использования результатов 

диссертационной работы в учебном процессе.  
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Глава 1. Производительность технологической ячейки с учетом наличия 

резерва времени 

 

В данной главе строятся полумарковские модели производительности 

технологической ячейки с учетом наличия резерва времени.  

В параграфе 1.1 построена математическая модель функционирования ТЯ 

с прекращением обработки единицы продукции. Получена формула для 

производительности ТЯ. 

В параграфе 1.2 построена математическая модель функционирования ТЯ 

без прекращения обработки единицы продукции. 

В параграфе 1.3 приведен анализ влияния величины резерва времени на 

производительность ТЯ на примере системы, которая является частным 

случаем системы из параграфа 1.2. Получены формулы производительности ТЯ 

для случаев различного распределения резерва времени. 

 

1.1. Производительность технологической ячейки с мгновенно 

пополняемым резервом времени 

 

Рассматривается функционирование системы S, состоящей из ТЯ, 

обрабатывающей продукцию и имеющей мгновенно пополняемый резерв 

времени. В начальный момент времени ТЯ приступает к обработке продукции. 

Время обработки ТЯ единицы продукции – случайная величина (СВ) α1 с 

функцией распределения (ФР) F1(t)=P(α1≤t) и плотностью распределения (ПР) 

f1(t). Время безотказной работы ТЯ – СВ α2 с ФР F2(t)=P(α2≤t) и ПР f2(t). При 

наступлении неисправности ТЯ, начинается ее восстановление, время 

восстановления ТЯ – СВ β с ФР G(t)=P(β≤t) и ПР g(t). Отказ системы S наступает 

в момент времени, когда время восстановления ТЯ станет равным τ (τ>0, τ=const) 

и продолжается до восстановления ТЯ. При этом предполагается, что к моменту 

восстановления ТЯ резерв времени пополняется до уровня τ. При наступлении 

неисправности ТЯ обработка единицы продукции прекращается: если время 
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восстановления β≤τ, то после восстановления ТЯ обработка единицы продукции 

продолжается, в противном случае (β>τ) после восстановления ТЯ начинается 

обработка новой единицы продукции. Предполагается, что СВ α1, α2, β 

независимы и имеют конечные математические ожидания. 

Для описания функционирования системы S используем ПМВ {ξn,θn;n≥0} и 

соответствующий ему ПМП ξ(t) с дискретно-непрерывным фазовым 

пространством состояний [18, 20, 16, 113]. Краткие сведения из теории 

полумарковских процессов с общим фазовым пространством состояний 

представлены в Приложении А. 

Введем следующее множество E полумарковских состояний системы:  

E={1, 10x, 11x, 20x, ω, 21x}. 

Временная диаграмма функционирования системы изображена на Рисунке 

1.1. На временной диаграмме ломаной линией показана неисправность ТЯ, 

жирной линией – резерв времени τ.  
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Рисунок 1.1 – Временная диаграмма функционирования системы 
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Обозначим через ρ(1), ρ(ω) значения стационарного распределения ВЦМ 

{ξn; n≥0} на состояниях 1, ω и предположим существование стационарных 

плотностей ρ(10x), ρ(11x), ρ(20x) и ρ(21x) для состояний 10x, 11х, 20x и 21х 

соответственно.  

Получим систему уравнений:  
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Решение системы (1.2) методом последовательных приближений 

представлено в Приложении Б. Стационарное распределение ВЦМ {ξn; n≥0} 

имеет следующий вид:  
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находится из условия нормировки. 

Запишем формулу для расчета производительности ТЯ [62]: 

 

 

 

где NA(t) – число попаданий полумарковского процесса в состояние A={10x}. 

Используя данную формулу, получаем формулу для расчета 

производительности ТЯ с мгновенно пополняемым резервом времени:  
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Для определения производительности ТЯ 
ТЯ

П  воспользуемся формулой: 
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)(
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lim 0
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

,     (1.7) 

где }10{
0

хЕ   – множество состояний, в которых заканчивается обработка 

единицы продукции; )(dx  – стационарное распределение ВЦМ  0; n
n
 ; 

),( yxm  – средние времена пребывания в состояниях на переходах; ),( dyxP  – 

переходные вероятности ВЦМ  0; n
n
 .  

Определим средние времена пребывания в состояниях на переходах ),( yxm : 

1
)10,1( Mym  , 

2
)20,1( Mym  , 

1
)10,11( Myxm  , xyxm )20,11( ,  

Myxm )21,20( ,  ),20( xm , xyxm )10,21( , 
2

)20,21( Myxm  ,  

  dt
G

tG
Mm 


 


0 )(

)(
)1,(




 . 

Рассмотрим частный случай, когда все СВ имеют экспоненциальное 

распределение ,1)(
t

i

ietF


  где 2,1i , 
tetG 1)( . В этом случае 

стационарное распределение ВЦМ  0; n
n
  имеет вид: 
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С учетов формул (1.7), (1.8) получим выражение для определения 

производительности ТЯ: 
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1.2. Производительность ТЯ со случайным мгновенно пополняемым 

резервом времени без прекращения обработки (общий случай) 

 

Рассматривается функционирование системы S, состоящей из ТЯ, 

обрабатывающей продукцию и имеющей мгновенно пополняемый резерв 

времени. В начальный момент времени ТЯ приступает к обработке продукции. 

Время обработки ТЯ единицы продукции – случайная величина (СВ) 1  с 

функцией распределения (ФР) 1( )F t  и плотностью распределения (ПР) 1( )f t . 

Время безотказной работы ТЯ – СВ 2  с ФР 2 ( )F t  и ПР 2 ( )f t . При наступлении 

неисправности ТЯ, начинается ее восстановление, время восстановления ТЯ – СВ 

  с ФP ( )G t  и ПР ( )g t . ТЯ имеет случайный резерв времени   с ФР ( )R t  и ПР 

( )r t . Отказ системы S наступает, если время восстановления ТЯ будет больше СВ 

  и продолжается до восстановления ТЯ. При этом предполагается, что к 

моменту восстановления ТЯ резерв времени полностью пополняется. При 

наступлении неисправности ТЯ обработка единицы продукции продолжается до 

тех пор, пока время восстановления   , в противном случае (  ) – 

обработка единицы продукции прекращается, а после восстановления ТЯ 

начинается обработка новой единицы продукции. Предполагается, что СВ 1 , 

2 , ,   независимы и имеют конечные математические ожидания. 

Для описания функционирования системы S используем ПМВ { , ;n 0}n n    

и соответствующий ему ПМП ( )t  с дискретно-непрерывным фазовым 

пространством состояний [18, 20, 16, 113]. Введем следующее множество E 

полумарковских состояний системы:  

{1,  10 ,  11 ,  20 ,  21 ,  21 ,  10 ,  11 ,  },Е x x x xz x xz xz x     (1.9) 

где z – величина оставшегося резерва времени. 

Непрерывная компонента x  указывает время, до следующего изменения 

состояния системы. Временная диаграмма функционирования системы 

представлена на Рисунке 1.2.  



21 

1

2

S

t

t

t

х
х

1 1 1 1 1

 

 

х

)10( х
х11 х11

)10( х
х20 х21 х11

)10( х
х20 хz11 хz11

)01( хz )01( хz

1 1
)21( хz  

Рисунок. 1.2 – Временная диаграмма функционирования системы 

 

Значения кодов состояний следующие: 

1 – начальное состояние системы: ТЯ приступает к работе, начинается 

обработка единицы продукции; 

10x (мгновенное состояние) – ТЯ продолжает работу, закончилась 

обработка единицы продукции; 

11x – ТЯ продолжает работу, начинается обработка новой единицы 

продукции; 

20x – начало восстановления ТЯ, обработка единицы продукции 

продолжается за счет резерва времени; 

21xz (мгновенное состояние) – ТЯ закончила восстановление, обработка 

единицы продукции продолжается; 

21x – ТЯ начинает работу, продолжается обработка новой единицы 

продукции; 

10xz  (мгновенное состояние) – ТЯ находится на восстановлении и 

продолжает функционировать за счет резерва времени, закончилась обработка 

единицы продукции; 

1 1xz  – ТЯ находится на восстановлении и продолжает функционировать за 

счет резерва времени, началась обработка новой единицы продукции; 

x  – отказ системы, резерв времени полностью исчерпан, обработка 

единицы продукции прекращается; 

x – время до следующей смены состояния, z – величина оставшегося резерва 

времени. 
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Определим вероятности переходов вложенной цепи Маркова (ВЦМ) 

{ ;n 0}n  .  

Возможны переходы: 

10

1 2 1

0

( ) ( ) ,xp f x t f t dt



      20

1 1 2

0

( ) ( ) ,xp f x t f t dt



   11

10 1,x

xp    

10

11 1( ) , 0 ,dy

xp f x y dy y x          20

11 1( ) , 0,dy

xp f x y dy y      

10

20 ( ) ( ), 0, 0,ys

xp g x y r x s y s         

21

20 ( ) ( ), 0 , 0,ys

xp g x y r x y s y x s          

10

20

0

( ) ( ) , 0,

x

y

xp g y t r t dt y       10

21 2( ) , 0,dy

xp f x y dy y      1 1,xp    

20

21 2 ( ) , 0 ,dy

xp f x y dy y x       
10

111
( ), 0 , ,x t z t

xz
p f t t z z x          

111
( ), ,x z

xz
p F z z x         

10

111
( ), 0 , ,x t z t

xz
p f t t x x z          

11

10
1,xz

xz
p   

21

111
( ), 0, .y z x

xz
p f x y y x z         

Для определения производительности системы найдем стационарное 

распределение ВЦМ { ;n 0}n  . 

Предположим, что у стационарного распределения ВЦМ { ;n 0}n   

существуют плотности (1) , (10 )x , (11 )x , (20 )x , (21 )x , (21 )xz , (10 )xz , 

(11 )xz , ( )x  .  

Система интегральных уравнений для стационарного распределения ВЦМ 

{ ;n 0}n   имеет следующий вид:  
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  .условие нормировки































 (1.10) 

Введем обозначения: 

1(10 ) (11 ) ( ),x x x     2(20 ) ( ),x x   3(21 ) ( ),x x   

4(11 ) (10 ) ( , ),xz xz x z     5( ) ( ),x x    0(1) .    

0

(21 ) (21 ) .x xz dz 


   

Тогда система уравнений (1.10) принимает вид: 
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 (1.11) 

Решение системы (1.11) представлено в Приложении В.  

Получим 

1 1
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(1.12) 

Или 2 0( ) ( ),x x    где  

1 1

1 1

2 2

0 0

2 2

0 0 0 0
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  

    

    

  

  

    

 

Зная 2 ( )x , можно найти решение системы уравнений (1.11), 

последовательной подстановкой.  

Рассмотрим случай, когда время обработки ТЯ единицы продукции, время 

безотказной работы ТЯ, время восстановления ТЯ имеют экспоненциальное 

распределение с функциями распределения 1

1( ) 1 tF t e   , 2

2( ) 1 tF t e   , 
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( ) 1 tG t e   . Резерв времени является случайным и имеет экспоненциальное 

распределение с ФР ( ) 1 htR t e  .  

Тогда решение системы (1.11) принимает вид: 
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    (1.13) 

Для нахождения производительности технологической ячейки ПТЯ 

воспользуемся формулой, полученной в [62]: 

 

( )
( )

,
( ) ( )

lim
A A

ТЯ
t

E

dx
N t

П
t m x dx





 



     (1.14) 

где  

( )dx  – стационарное распределение ВЦМ, 

m(x) – средние времена пребывания полумарковского процесса в состояниях, 

NA(t) – число попаданий полумарковского процесса в подмножество состояний 

{10 ,10 }.A x xz   

При попадании полумарковского процесса в состояния этого подмножества 

происходит окончание обработки единицы продукции. 

Тогда 

1 2

2

( )
.

( )( )
ТЯ

h
П

h

   

  

 


 
      (1.15) 
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1.3. Анализ влияния резерва времени на производительность ТЯ 

 

Рассматривается функционирование системы S, состоящей из ТЯ, 

обрабатывающей продукцию и имеющей случайный мгновенно пополняемый 

резерв времени. В начальный момент времени ТЯ приступает к обработке 

продукции. Время обработки ТЯ единицы продукции – случайная величина (СВ) 

1  с функцией распределения (ФР) 1 1( ) ( )F t P t   и плотностью распределения 

(ПР) 1

1 1( ) tf t e   . Время безотказной работы ТЯ – СВ 2  с ФР 2 2( ) ( )F t P t   и 

ПР 2

2 2( ) tf t e   . При наступлении неисправности ТЯ, начинается ее 

восстановление, время восстановления ТЯ – СВ β с ФР G( ) ( )t P t   и ПР 

g( ) tt e   . Резервом времени является СВ δ с ФР R(t)=P(δ ≤t) и ПР r(t). Отказ 

системы S наступает в момент времени, когда время восстановления ТЯ станет 

больше резерва времени  и продолжается до восстановления ТЯ. При этом 

предполагается, что к моменту восстановления ТЯ резерв времени полностью 

восстанавливается. При наступлении неисправности ТЯ обработка единицы 

продукции продолжается за счет резерва времени, пока не наступит отказ 

системы. Затем после восстановления ТЯ начинается обработка новой единицы 

продукции. Предполагается, что СВ α1, α2, β, δ независимы и имеют конечные 

математические ожидания. 

Для описания функционирования системы S используем процесс 

Марковского восстановления (ПМВ) { , ; 0}n n n    и соответствующий ему 

полумарковский процесс (ПМП) ( )t  с дискретно-непрерывным фазовым 

пространством состояний [18, 20, 16, 113]. Введем следующее множество E 

полумарковских состояний системы:  

{1,10,11,20,21,10 ,11 , }.E x x   

Опишем значения кодов состояний: 

1 – ТЯ работоспособна, началась обработка единицы продукции; 

10 – ТЯ работоспособна, закончилась обработка единицы продукции 

(мгновенное состояние); 
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11 – ТЯ работоспособна, началась обработка новой единицы продукции; 

20 – началось восстановление ТЯ, продолжается обработка единицы 

продукции за счет резерва времени, система работоспособна; 

21 – закончилось восстановление ТЯ, продолжается обработка, резерв 

времени мгновенно пополняется; 

10x  – идет восстановление ТЯ, окончена обработка единицы продукции за 

счет резерва времени, система работоспособна (мгновенное состояние); x – время 

до окончания восстановления ТЯ; 

11x  – продолжается восстановление ТЯ, началась обработка новой 

единицы продукции за счет резерва времени, система работоспособна; x – время 

до окончания восстановления ТЯ; 

  – идет восстановление ТЯ, резерв времени закончился, обработка 

единицы продукции прекращается, отказ системы. 

 

1.3.1 Система уравнений для нахождения стационарного распределения 

 

Для нахождения стационарных характеристик системы важно найти 

стационарное распределение вложенной цепи Марковы (ВЦМ) { ; 0}n n  . 

Общее уравнение для нахождения стационарного распределения 

следующее:  

( ) ( ) ( , ),
E

B dx P x B          (1.16) 

где ( , )P x B  – переходные вероятности ВЦМ. 

Пусть (1), ( ), (10), (11), (20), (21)            – значения стационарного 

распределения в состояниях 1, ,10,11, 20, 21      и предположим существование 

стационарных плотностей (10 ), (11 )x x  . 

Тогда система уравнений для стационарного распределения имеет 

следующий вид: 
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1 1

1

0

1 1 1
0
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0 0 0

( )( )

1
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(10) (11) (21) ,

(11) (10),
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y x

x

e e R t dt y dy e dt
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     

 

  
   

     

    

  

 

  



  

 

  
  



  
  

 
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1 1
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1

0
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0 0

0 0

(20) ( ) ,

(11 ) (10 ),

( ) (20) ( ) (10 ) ,

(1) ( ) (11) (10) (20)

(21) (10 ) (11 ) 1.

t

t x

e r x t dt

x x

e r t dt x e dx

x dx x dx

 

   

 

 

   

     

  



 

 

   

 














  





  



    

   




 

 

  (1.17) 

Последнее уравнение системы является условием нормировки. 

 

1.3.2 Случай резерва времени общего вида 

 

Пусть резерв времени имеет распределение общего вида R(t)=P(δ≤t). 

Методом последовательных приближений получаем, что решение системы (1.17) 

в этом случае имеет вид: 
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  (1.18) 

где  

( ) 1 ( )R t R t  ,  1( )

1( ) tg t e     , 

*( )

1

( ) ( )n

g

n

h t g t




 , где 
*( ) ( )ng t  – n-кратная свертка функции ( )g t . 

Для функции ( )gh t  верно уравнение 

( ) g(t) (g )( )g gh t h t    , 

которое может быть использовано для ее нахождения. 

Постоянная 0  находится из условия нормировки. Она не входит в 

окончательные формулы производительности ТЯ. 

Для нахождения производительности технологической ячейки ПТЯ 

воспользуемся формулой (1.14): 
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( )
( )

,
( ) ( )

lim
A A

ТЯ
t

E

dx
N t

П
t m x dx





 



       

где ( )dx  – стационарное распределение ВЦМ, которое определяется формулой 

(1.18), 

m(x) – средние времена пребывания полумарковского процесса в состояниях, 

NA(t) – число попаданий полумарковского процесса в подмножество состояний 

{10 ,10 }.A x x   

При попадании полумарковского процесса в состояния этого подмножества 

происходит окончание обработки единицы продукции. 

Средние времена пребывания в состояниях системы (1.17) определяются 

следующим образом: 

1 2

1

(1) (21) (11) ,      (10) (10 ) 0,

(11 ) ,                     ( ) ,

x

x x

      

     

     

   
    (1.19) 

где ∧ - символ минимума. 

Средние времена пребывания полумарковского процесса в состояниях m(x) 

находятся по формулам: 

1 2

1

0

1
(1) (21) (11) , (10) (10 ) 0,

(11 ) ( ) ( ) , ( ) .

x

m m m m m x

m x F t G t dt m M

 

 

     


  

    (1.20) 

В этом случае, используя стационарное распределение системы (1.17) и 

средние времена пребывания в состояниях (1.20), производительность ТЯ 

вычисляется по формуле: 

1 2

2 0

( ( ) ( ) )ТЯ gП R t h t dt


 
 



 
  .    (1.21) 

Используя формулу (1.21), найдем формулы производительности ТЯ для 

частных случаев законов распределения резерва времени. 
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1.3.3 Случай экспоненциального резерва времени 

 

Рассмотрим случай, когда резерв времени является случайным и имеет 

экспоненциальное распределение с ФР ( ) 1 tR t e   .  

В этом случае решение системы (1.17) имеет вид: 

0

1
0

2

0

0

1
0

(1) ( ) ,

( )
(10) (11) ,

(20) ,

(21) ,

(10) ,

(11) (10).
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 
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


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
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 



 
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

 


 


 

 

      (1.22) 

Используя стационарное распределение и формулу (1.14) получаем 

формулу для производительности ТЯ: 

1 2

2

( )
.

( )( )
ТЯП

    

   

 


 
       (1.23) 

Отметим, что формула (1.23) совпадает с формулой (1.15), при h  . 

 

1.3.4 Случай постоянного резерва времени 

 

Рассмотрим случай, когда резерв времени является постоянным, то есть 

const   . В этом случае R( ) 1( )t t   .  

Решение системы (1.17) запишется следующим образом: 
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     (1.24) 

Подставляя полученные стационарные распределения в (1.18) получим 

следующую формулу: 

1
2

2

( (1 e )).ТЯП 
 

 

  


     (1.25) 

Проанализируем на примере влияние резерва времени на 

производительность ТЯ, используя формулу (1.25). 

Пример, пусть 1 2

1 1 1
., ., .

12 2 3
M ч M ч M ч       , то есть 

1 2
1 1 112( ), 2( ), 3( )

ч ч ч
       , а резерв времени изменяется от 0 до 2 часов с 

шагом 0,2 часа.  
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Рисунок 1.3 – Влияние резерва времени на производительность ТЯ 
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На Рисунке 1.3 показано влияние резерва времени на производительность 

технологической ячейки. В этом случае производительность ТЯ без резерва 

времени составляет 7,2 штук/час. Из формул (1.21), (1.23) и Рисунка 1.3 видно, 

что резерв времени существенно влияет на производительность ТЯ. 

 

Выводы по Главе 1 

 

Построены математические модели для производительности ТЯ с учетом 

наличия мгновенно пополняемого резерва времени с прекращением обработки и 

без прекращения обработки единицы продукции. Получены аналитические 

формулы для производительности ТЯ в рассматриваемых случаях. 

В монографии [15] проведен анализ влияния резерва времени на надежность 

технологической ячейки (ТЯ), в монографии [14] получены формулы 

производительности ТЯ с прекращением и без прекращения обработки единицы 

продукции. В данной главе проанализировано влияние мгновенно пополняемого 

резерва времени на производительность ТЯ. Следует отметить, что полученные 

выражения для производительности ТЯ при отсутствии резерва времени 

совпадают с выражениями, представленными в [14]. 

Полученные аналитические выражения производительности ТЯ обладают 

универсальностью и могут быть использованы для расчета оптимальной 

величины резерва времени.  
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Глава 2. Полумарковские модели двухкомпонентных систем с 

поэлементным резервом времени 

 

В данной главе на основе теории полумарковских процессов с общим 

фазовым пространством состояний рассматриваются полумарковские модели 

двухкомпонентных систем с поэлементным мгновенно пополняемым резервом 

времени.  

В параграфе 2.1 построена модель двухкомпонентной системы с 

поэлементным резервом времени с функциями распределения случайных величин 

общего вида. 

В параграфе 2.2 определяются характеристики надежности 

рассматриваемой в 2.1 системы, используя алгоритм стационарного фазового 

укрупнения. 

Используя, приближенный метод, разработанный в [16], в параграфе 2.3 

приближенно находятся стационарные характеристики двухкомпонентной 

системы, у которой резерв времени есть только у одного элемента. 

Находятся стационарные характеристики надѐжности рассматриваемых 

систем, проводится анализ влияния величины резерва времени на полученные 

характеристики.  

 

2.1. Двухкомпонентная система. Точное решение 

 

Рассматривается система S , состоящая из 2-х элементов, времена 

безотказной работы которых случайные величины (СВ) i  с функциями 

распределения (ФР) ( )iF t , а времена восстановления – СВ i  с ФР ( )iG t , 1,2i  . 

Каждый элемент системы имеет случайный мгновенно пополняемый резерв 

времени i  с ФР ( )iR t . СВ i , i , i  предполагаются независимыми в 

совокупности, имеющими конечные математические ожидания; ФР ( )iF t , ( )iG t , 

( )iR t  – имеющими плотности ( )if t , ( )ig t , ( )ir t . 



35 

Резерв времени начинает использоваться в момент начала восстановления 

элемента. Отказ системы S  наступает тогда, когда оба элемента 

восстанавливаются и полностью израсходован резерв времени для каждого 

элемента. Он продолжается до восстановления одного из отказавших элементов, 

при этом резерв времени у восстановленного элемента мгновенно пополняется до 

уровня i . 

 

2.1.1. Построение полумарковской модели системы 

 

Для описания функционирования системы S  используем полумарковский 

процесс ( )t  [18, 20] с дискретно-непрерывным фазовым пространством 

состояний.  

Введем фазовое пространство состояний вида: 

1 2{ : ( , ), 0},Е idx d d d x         (2.1) 

где 1 – начальное состояние системы, 1,2i   – номер элемента, в котором 

произошло изменение состояния. Компонента kd  вектора d  описывает 

физическое состояние элемента с номером k : 

1, если к ый элемент работоспособен,

1, если к ый элемент восстанавливается и

функционирует за счет резерва времени,

0, если к ый элемент находится в отказе.

kd

     


      
 

    
       

 

Непрерывная компонента x  указывает время, прошедшее с момента 

последнего изменения состояния системы. Временная диаграмма 

функционирования системы представлена на Рисунке 2.1.  
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Рисунок. 2.1 – Временная диаграмма функционирования системы 

 

Построим процесс марковского восстановления { , ;n 0}n n    [18-20], 

описывающий функционирование системы S . 

Определим вероятности переходов вложенной цепи Маркова (ВЦМ) 

{ ;n 0}n  . Введем обозначения:  

( ) 1 ( )F t F t  ,  
2, 1,

1, 2.

i
i

i

 
 

 
. 

1. Рассмотрим случай состояний 1 2id d x , 1id  , 1
i

d  . 

В этом случае возможны следующие переходы: 

а) 1 2 1 2id d x id d y   в условиях: k kd d   при k i , 1id   , y x . Плотность 

вероятности перехода в этом случае вычисляется по формуле: 

1 2

1 2

( ) ( ) ( )
,

( )

id d y
i i i

id d x
i

g y x R y x F y

F x
p

   
         (2.2) 

б) 1 2 1 2id d x id d y  , где k kd d    при k i , 0id   , y x . Тогда: 

1 2

1 2

( ) ( ) ( )
,

( )

id d y
i i i

id d x
i

r y x G y x F y

F x
p

   
         (2.3) 

в) 1 2 1 2id d x id d y   в условиях: k kd d   при k i , 1
i

d   , 0y  . В этом 

случае: 

1 2

1 2

( ) ( ) ( )
.

( )

id d y
i ii

id d x
i

f y x G y R y

F x
p

  
         (2.4) 
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2. Рассмотрим состояния 1 2id d x , 1 2 0d d  . 

Возможны переходы: 

а) 1 2 1 2id d x id d y   в условиях: k kd d   при k i , 1id   , y x . Плотность 

вероятности перехода вычисляется по формуле: 

1 2

1 2

0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

,

( ) ( ) ( )

i i i i
id d y

id d x

i i i i

r t g y x t dt r t G y t dt

P r t G x t dt

p
 

 

 



  



 

 



      (2.5) 

б) 1 2 1 2id d x id d y  , где k kd d   при k i , 1
i

d   , 0y  . Тогда: 

1 2

1 2

0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

.

( ) ( ) ( )

i ii i
id d y

id d x

i i i i

r t g y x t dt r t G y t dt

P r t G x t dt

p
 

 

 



  



 

 



      (2.6) 

3.  Рассмотрим случай состояний 1 2id d x , 1 2 1d d  . 

а) 1 2 1 2id d x id d y  , где: k kd d   при k i , 1id   , y x . Плотность 

вероятности перехода в этом случае определяется формулой: 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( )

id d y
i i i i

id d x
i i

g y x R y x G y R y

G x R x
p

   
        (2.7) 

б) 1 2 1 2id d x id d y   в условиях: k kd d   при k i , 0id   , y x . В этом случае: 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( )

id d y
i i i i

id d x
i i

r y x G y x G y R y

G x R x
p

   
        (2.8) 

в) 1 2 1 2id d x id d y  , где k kd d   при k i , 1
i

d   , 0y  . Тогда: 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
.

( ) ( )

id d y
i ii i

id d x
i i

g y x R y x G y R y

G x R x
p

   
        (2.9) 

г) 1 2 1 2id d x id d y    в условиях: k kd d    при k i , 0
i

d   , 0y  . Имеем: 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
.

( ) ( )

id d y
i ii i

id d x
i i

r y x G y x G y R y

G x R x
p

   
       (2.10) 



38 

Для остальных состояний системы вероятности переходов определяются 

аналогичным образом.  

 

2.1.2. Нахождение стационарного распределения и средних времен 

пребывания в состояниях ВЦМ 

 

Для определения стационарных характеристик надежности системы найдем 

стационарное распределение ВЦМ { ;n 0}n  . 

Предположим, что у стационарного распределения ВЦМ { ;n 0}n   

существуют плотности 1 2( )id d x .  

Введем следующие замены: 

 1 2
1 2

( )
( ) , 1,

( )
i

i

id d x
id d x d

F x


       1 2

1 2

( )
( ) , 1,

( ) ( )
i

i i

id d x
id d x d

R x G x


     

1 2
1 2

0

( )
( ) , 0.

( ) ( )

( )

i

i i

i i

id d x
id d x d

r t G x t dt

P




 


  







 

Система интегральных уравнений для стационарного распределения ВЦМ 

{ ;n 0}n   имеет следующий вид:  

1. В случае 1,i i i
d d d    :  

1 2 1 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

x

i iid d x id d y f x y dy id d y f x y dy  


           (2.11) 

2. Если 1,i i i
d d d    , то  

1 2 1 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

x

i i i iid d x id d y r x y G x y dy id d y r x y G x y dy  


          (2.12) 

3. При 1, 0,i i i
d d d      имеем  

1 2 1 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

x

i i i iid d x id d y g x y R x y dy id d y g x y R x y dy  


          (2.13) 
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4. Если 1, 1, 0, 0i i i i i i
d d d d d d            , получаем 

1 2 1 2 1 2

0 0

0 0
1 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,
( ) ( )

x

i i i i

i i i ix

i i i i

id d x id d y g x y R x y dy id d y g x y R x y dy

r t g x y t dt r t g x y t dt

id d y dy id d y dy
P P

  

 
   



 



         

   

     
 

 

 
 

(2.14) 

5.  ( ) 1.
E

idx dx   (условие нормировки).                    (2.1.15) 

Подстановкой можно убедиться, что стационарное распределение ВЦМ 

имеет вид: 

1 2( ) ( ), 1,i i i i
id d x с F x d           (2.16) 

1 2( ) ( ) ( ), 1,i ii i i i
id d x с p R x G x d           (2.17) 

0
1 2

( ) ( )

( ) , 0,
( )

i i i i i

i

i i

с p r t G x t dt

id d x d
P

 


 





  



    (2.18) 

0
1 2

( ) ( )

( ) , 0,
( )

i ii i i i

i i

i i

с p p r t G x t dt

id d x d d
P

 


 





   



   (2.19) 

где 
0

( ) ( ) ( )i i i i ip P G t r t dt 


    , i const  , которая равна 
1

2
i

ip
 


, константа с  

находится из условия нормировки. 

Вычислим средние времена пребывания в состояниях ВЦМ. 

1. В случае 1i i
d d   

1 2
[ ]id d x i i

x      ,   
1 2

0

( ) ( )

( )

i i
id d x

i

F t F x t
М dt

F x





  .  

2. Если  1, 1i i
d d   , то  

1 2
[ ]id d x i i i

x        ,   
1 2

0

( ) ( ) ( )

( )

i i i
id d x

i

G t R t F x t
М dt

F x





  . 

3. Пусть 1i i
d d  , тогда 
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1 2
[ ] [ ]id d x i i i i

x x           , 

1 2

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i i
id d x

i i

G t R t G x t R x t
М dt

G x R x



 

  . 

4. В случае 0, 1i i
d d    

1 2
[ ] [ ]id d x i i i

x        , 
1 2

0 0

( )
( ) ( )

( ) ( )

i
id d x i i

i ii

F x t
М dt r z G t z dz

F x P


 

 


 
  . 

5. Если 1, 1i i
d d   , то 

1 2
[ ] [ ]id d x i i i

x x         ,   
1 2

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i
id d x

i i

F t G x t R x t
М dt

G x R x



 

  . 

6. В случае  0, 1,i i
d d    

1 2
[ ] [ ] [ ]id d x i i i i

x x            , 

1 2

0 0

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( ) ( )

i i
id d x i i

i ii i

G x t R x t
М dt r z G t z dz

G x R x P


 

 
 

 
   

7. Пусть  1, 0i i
d d   , тогда  

1 2
[ ]id d x i i i i

x    


       ,  

1 2

0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i i

id d x

i i

G t R t dt r z G x t z dz

М

r z G x z dz



 



 





 



. 

8. В случае 1, 0i i
d d    

1 2
[ ]id d x i i i

x   


      ,   
1 2

0 0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i

id d x

i i

F t dt r z G x t z dz

М

r z G x z dz



 



 





 



. 

9. Если  0i i
d d  , то  

1 2
[ ] [ ]id d x i i i i

x    


        ,  
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1 2

0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i i i

id d x

i i i i

dt r y G t y dy r z G x t z dz

М

P r z G x z dz



 

  



  



 

  



, 

где СВ [ ]x  , [ ]   , [ ]
i i

x 


     имеют следующие законы 

распределения: 

( )
{[ ] }

( )

F x t
P x t

F x
  
   ,  

( )
{[ ] }

( )

f x t
P x dt

F x
  
   , 

0

( ) ( )

{[ ] }
( )

r z G t z dz

P t
P

 
 







  



,   0

( ) ( )

{[ ] }
( )

r z g t z dz

P dt
P

 
 







  



, 

0

0

( ) ( )

{ [ ] } ,

( ) ( )

r z G t x z dz

P x t

r z G x z dz

 








 

     






 

0

0

( ) ( )

{ [ ] }

( ) ( )

r z g t x z dz

P x dt

r z G x z dz

 








 

     






  

СВ [ ]x   – остаточное время пребывания ПМП ( )t  в состоянии, при 

условии, что время пребывания в этом состоянии превысило величину x. 

 

2.1.3. Нахождение стационарных характеристик надежности системы 

 

Перейдем к нахождению стационарных характеристик надежности системы 

S : средней стационарной наработки системы на отказ Т , среднего 

стационарного времени восстановления системы Т , стационарного 

коэффициента готовности ГK . 

Для нахождения характеристик используем следующие формулы [16]: 
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( ) ( )

( , ) ( )

Е

Е

m e de

Т
P e E de


















,   

( ) ( )

( , ) ( )

Е

Е

m e de

Т
P e E de


















, 

 

( ) ( )

,
( ) ( )

Е

Г

Е

m e de
Т

K
Т Тm e de





 

 

 





    (2.20) 

где E  – множество работоспособных состояний, E  – множество отказовых 

состояний, ( )de  – стационарное распределение ВЦМ  ; 0n n  , ( , )P e E  – 

вероятности переходов ВЦМ { ; 0}n n   в подмножество отказовых состояний E , 

( )m e  – среднее время пребывания полумарковского процесса в состоянии e E .  

Рассматривается параллельное соединение элементов системы. В этом 

случае:  

1 2{ : ( , ), (0,0), 0}Е idx d d d d x       ,   {100 , }.Е x x    

Используя выражения для ( )m e  и ( )de , найденные выше, и формулы 

(2.20), получаем  

1 1 2 2

0 0 0
1 2 1 2

1 1 2 20

2 2 1 1

0 0 0

1 1 2 2

1 1

0
1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

                   
( ) ( )

( ) (

Е

dt r y G t y dy r z G x t z dz

m e de с p p dx
P P

dt r y G t y dy r z G x t z dz

P P

dt r y G t

с p p

  
   

   

 



  



  




  

 
  




   

 
 







  
 

  



   

2 2

0 0 0

1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

) ( ) ( )

( ) ( )

[ ] [ ] .

y dy dt r y G t y dy

P P

с p p M M

   

     

  

 

  
  

   
   
  
  

  

  

  (2.21) 
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Перейдем к нахождению знаменателя выражений для Т  и Т : 

1 2 2 2 1 1

0 0 0

1 1 2 2

0 0 0

2 2 1 1

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( ) ( ) ( ) ( )

                          ( ) ( ) ( ) ( )

Е

P e E de с dx r x y G x y dy G y t r t dt

dx r x y G x y dy G y t r t dt

dx G y r y dy G y x t r t dt

  



  



  

 


    



    

  

   

  

 

1 1 2 2

0 0 0

                          ( ) ( ) ( ) ( )dx G y r y dy G y x t r t dt



  




   





  

 (2.22) 

Преобразуем первое слагаемое в скобках выражения (2.22): 

 

2 2 1 1

0 0 0

1 1 2 2

0 0 0

1 1 2 2 1 1 2 2

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
y x

dx r x y G x y dy G y t r t dt

r t dt G y t dy r x y G x y dx x y x

r t dt G y t dy r x G x dx r t dt G x t dx G y r y dy

  

  

     

   

       

     

  

  

     

 (2.23) 

Преобразуем третье слагаемое в скобках выражения (2.22): 

 

2 2 1 1

0 0 0

1 2 2 1

0 0 0

1 2 2 1 1 1 2 2

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

x

y

dx G y r y dy G y x t r t dt

r t dt G y r y dy G x y t dx x y x

r t dt G y r y dy G x t dx r t dt G x t dx G y r y dy

  

  

    

  

      

    

  

  

     

  (2.24) 

Сложим (2.23) и (2.24): 
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 

   

 

1 1 2 2 1 1 2 2

0 0 0 0 0

1 1 2 2 2 2 1 1

0 0 0 0 0

2 2 1 1

0

2 2 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

x

x

t

r t dt G x t dx G y r y dy r t dt G x t dx G y r y dy

r t dt G x t dx G y r y dy P r t dt G x t dx

x t x P r t dt G x dx

P G x dx r

 

 

 

    

    

 



   

     

       

 

     

    

 

 2 1 1

0 0

( ) ( ) ( ) .

x

t dt p G x R x dx



 

 

Аналогично, для суммы второго и четвертого слагаемых в скобках 

выражения (2.22) получаем  

 1 1 2 2 1 2 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .

x

P G x dx r t dt p G x R x dx 
 

     

Следовательно,  

1 2 1 2 2 2 1 1

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Е

P e E de с p G x R x dx p G x R x dx  



 



 
  

 
   . (2.25) 

Вычислим ( ) ( )
Е

m e de



 , используя (2.16) – (2.19) и средние времена 

пребывания в состояниях: 

(I) (II)

1 2 2 1 1 1 2 2

0 0 0 0

(III) (IV)

2 1 1 1 2 2

0 0 0 0

(V)

2 1 1 2

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

Е

m e de с dx F x t G t R t dt dx F x t G t R t dt

dx F x t F t dt dx G x t R x t G t R t dt

dx F x t dt G t z r z dz dx G

  



   

   

   


    



     

   

    

   

   

(VI)

2 1 1

0

(VII) (VIII)

1 2 2 2 2 1

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t R x t G t R t dt

dx F x t dt G t z r z dz dx G x t R x t F t dt



    

  

      



    
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(IX) (X)

2 2 1 1 1 1 2

0 0 0 0 0

(XI) (XII)

1 1 2 2 2 2 1 1

0 0 0 0 0 0

(XIII

1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

dx G x t R x t dt G t z r z dz dx G x t R x t F t dt

dx G x t R x t dt G t z r z dz dx G t R t dt G x t z r z dz

dx F x t F t dt

    

     

 

       

       

 

    

     

 

) (XIV)

1 1 2 2

0 0 0

(XV) (XVI)

2 1 1 1 2 2

0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

dx G t R t dt G x t z r z dz

dx F t dt G x t z r z dz dx F t dt G x t z r z dz

  

     

   


     



  

     

 (2.26) 

Рассмотрим сумму слагаемых (I) и (X) выражения (2.26): 

 

2 1 1 1 1 2

0 0 0 0

1 1 2 1 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

            ( ) ( ) ( ) .

dx F x t G t R t dt dx G x t R x t F t dt

G t R t dt F t dt М М  

   

 

    

  
    
  

   

 

 

Аналогично вычислим суммы слагаемых (III)+(XIII), (II)+(VIII), (IV)+(VI), 

(V)+(XV), (VII)+(XVI), (IX)+(XII) и (XI)+(XIV) выражения (2.26).  

Следовательно,  



   

   

  

1 2 1 1 2 1 2 2 2 1

2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 1

1 1 1 2 2 2 2 2 1 1

1 2 1 1 1 2 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

           ( ) ( ) [ ] [ ]

           [ ] ( ) [ ] ( )

[ ] ( )

[

Е

m e de с M M M M M M

M M p M M p M M

p M M p M M

с p M M M

p M

          

         

       

      





 

 



     

       

      


    






     2 2 1 1 1 1 1 1 2 2 2] ( ) ( ) ( ) .M M M M M M                 


(2.27) 

В результате получаем следующие формулы:  
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     

    
  

    

1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1

1 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2
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p M M M p M M M
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p p M M
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p p M M
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   

     

   

 

  

 

      
 

  

   


  

(2.28) 

 

   

   
   

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 2 2 1 1

0 0

1 1 2 2

1 1 2 2

[ ] [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ]
     .

[ ] [ ]

с p p M M
Т

с p G x R x dx p G x R x dx

M M

M M

     

 

   

   

 

  

 

 

 
 

 
 

 

 


  

 
   (2.29) 

В преобразованиях использовалась следующая формула, доказанная в [22]: 

1 1, 10 0

... ( ) ( ) .
n nn

j k k k j

j k j
k j

F t F t y dy dt M
 

  


 
  
 
 
 

     

Используя формулы (2.20), (2.28), (2.29) можно найти стационарный 

коэффициент готовности ГK . 

Пример 2.1. В качестве примера использования формул (2.20), (2.28), (2.29), 

рассмотрим систему, у которой время безотказной работы элементов 1K  и 2K  

равны М1 = 8,33 ч., М2 = 6,25 ч.; времена восстановления элементов 1K  и 2K  

равны М1 = 0,71 ч., М2 = 0,83 ч., СВ 1, 2, 1, 2  имеют распределение Эрланга 

5-го порядка. Каждый элемент имеет неслучайный резерв времени 

( ( ) 1( )i iR t t h  ), который изменяется от 0 до 0,7 часа с шагом 0,1 ч. В Таблице 2.1 

представлены значения средней стационарной наработки на отказ 1 2( , )Т h h , 

среднего стационарного времени восстановления 1 2( , )Т h h  и стационарного 

коэффициента готовности 1 2( , )ГК h h  рассматриваемой системы, при условии, что 

1 2 0,7h h  . 

 

 



47 

Таблица 2.1  

Влияние резерва времени на характеристики надежности 

1h , ч. 2h , ч. 
1 2( , )Т h h

, ч. 
1 2( , )Т h h

, ч. 1 2( , )ГК h h  

0 0 0,385 49,551 0,99230 

0 0,7 0,241 102,274 0,99765 

0,1 0,6 0,241 91,035 0,99736 

0,2 0,5 0,238 84,365 0,99719 

0,3 0,4 0,233 82,291 0,99717 

0,4 0,3 0,228 85,172 0,99733 

0,5 0,2 0,224 93,617 0,99762 

0,6 0,1 0,219 108,690 0,99799 

0,7 0 0,214 132,300 0,99839 

 

Данные Таблицы 2.1 показывают, что величина резерва времени оказывает 

существенное влияние на характеристики надежности системы. 

 

2.2.  Стационарное фазовое укрупнение двухкомпонентной системы 

 

Для построения упрощенной модели функционирования рассматриваемой 

системы используем алгоритм стационарного фазового укрупнения, 

разработанный в работах [18, 16]. При использовании этого алгоритма целый 

класс состояний укрупняется в одно, что позволяет уменьшить размерность 

фазового пространства. 

Укрупненные классы состояний введем следующим образом: 

0 {100 ; 200 }Е x x  , 1 {210 ;101 ;101 ;210 ;201 ;110 ;201 ;110 }Е x x x x x x x x ,  

2 {111 ;111 ;211 ;211 ;211 ;111 ;111 ;211 }Е x x x x x x x x . 

Состояние 0Е  означает, что оба элемента находятся в отказе, 1Е  – 

работоспособен только один из элементов системы, 2Е  – оба элемента 
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работоспособны. Отметим, что укрупненные классы состояний можно вводить 

различными способами. 

Определим вероятности перехода ˆ r

kp  ВЦМ  ˆ ; 0n n    и средние времена 

пребывания в состояниях ˆ km  укрупненной системы по следующим формулам [20, 

18]: 

ˆ ( ) ( , ) ( ), , 1,

к

r

k r к

Е

p de P e E Е k r N    ;   

ˆˆ ( ) ( ) ( ), 1,

к

k k к

Е

m М dе m е Е k N      .     (2.30) 

Найдем выражения знаменателей и числителей формул (2.30), используя 

(2.2) – (2.10) и (2.16) – (2.19): 

0 1 2 1 2 2 2 1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )E с p G x R x dx p G x R x dx  
  

  
 
  ,  

 2 1 2 1 1 1 2 2 2( ) 2 ( ) ( )E с M M M M              , 

   1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 1 1 1

1 2 2 2 1 1

0 0

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ,

E с p M M с p M M

с G x R x dx G x R x dx

          

 
 

      

 
  

 
 
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0 1 2 1 2 2 2 1 1

0 0
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  

  
 

   ,  

0

1 1 2 1 2 2 2 1 1

0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
Е

dе P е E с p G x R x dx p G x R x dx  
  

  
 

   ,  

   
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   


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Е
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        

     

        

     


  

1

1 1 2 1 2 2 2 1 1

0 0

( ) ( , ) (2 ) ( ) ( ) (2 ) ( ) ( )
Е

dе P е E с p G x R x dx p G x R x dx  
  

    
 

   , 
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   
2

1 1 2 1 2 2 2 2 1 1 1( ) ( , ) ( ) ( )
Е

dе P е E с p M M p M M                , 

0 2

2 0
ˆ ˆ 0p p  .  

Составим систему уравнений для стационарного распределения ВЦМ 

 ˆ ; 0n n    укрупненной системы: 

1 1 1

1 0 0 1 1 2 2

0

0 1 1

2 2

2 1 1 2 2

0 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆˆ ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ 1.

p p p

p

p p

   

 

  

  

   





 
   

     (2.31) 

Решение системы (2.31) имеет вид: 

0 1

1 2
0 1 2 0 1

2 1 1 2

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

p p

p p p p
 

 
,  

1

2
1 1 2 0 1

2 1 1 2

ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

p

p p p p
 

 
,  

2

1
2 1 2 0 1

2 1 1 2

ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

p

p p p p
 

 
.      (2.32) 

Найдем средние времена пребывания в состояниях укрупненной системы, 

используя формулы (2.30).  

Выражения для числителей этих формул имеют вид: 

   
0

1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) [ ] [ ]
Е

dе m е с p p M M          , 

  

  

1

1 2 1 1 1 2 2 2

2 2 2 1 1 1

( ) ( ) [ ] ( )

[ ] ( ) ,

Е

dе m е с p M M M

p M M M

       

    





    


   



 




2

1 2 1 2 1 2 2

2 1 1 1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

Е

dе m е с M M M M

M M M M

       

      

   

    


 

Используя формулы (2.30), получаем 

   1 2 1 1 2 2

0

1 2 2 2 1 1

0 0

[ ] [ ]
ˆ

( ) ( ) ( ) ( )

p p M M
m

p G x R x dx p G x R x dx

    

 

 


 

,   
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     

   

1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1

1

1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 1 1

0 0

[ ] ( ) [ ] ( )
ˆ

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

p M M M p M M M
m

p M M p M M G x R x dx G x R x dx

         

     

 

 

       
 

 
       

 
 

, 

 
1 2 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2

2

1 1 1 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

2 ( ) ( )

M M M M M M M M
m

M M M M

           

     

      


    
. 

Следовательно, стационарные характеристики надежности укрупненной 

системы Ŝ : средняя стационарная наработка системы на отказ T̂ , среднее 

стационарное время восстановления системы T̂ , стационарный коэффициент 

готовности ˆ ГK  имеют вид: 

1 1 2 2

0

ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ

m m
T

 





 ,   0

ˆ ˆT m  ,   1 1 2 2

1 1 2 2 0 0

ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

Г

T m m
K

m m mT T

 

  


 


 

 
. (2.33) 

Пример 2.2. В качестве примера использования формул (2.33), рассмотрим 

систему, описанную в Примере 2.1. Результаты расчетов представлены в 

Таблице 2.2. Расчеты результатов таблицы 2.2 представлены в Приложении Г. 

 

Таблица 2.2 

Характеристики надежности укрупненной системы 

1h , ч 2h , ч 
1 2

ˆ ( , )T h h , ч 1 2
ˆ ( , )T h h , ч 1 2

ˆ ( , )ГK h h  

0 0 0,385 49,551 0,9923 

0 0,7 0,241 102,274 0,99765 

0,1 0,6 0,241 91,035 0,99736 

0,2 0,5 0,238 84,365 0,99719 

0,3 0,4 0,233 82,291 0,99717 

0,4 0,3 0,228 85,172 0,99733 

0,5 0,2 0,224 93,617 0,99762 

0,6 0,1 0,219 108,690 0,99799 

0,7 0 0,214 132,300 0,99839 
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Отметим, что результаты, полученные по укрупненной модели, совпадают с 

результатами для исходной модели.  

 

2.3.  Двухкомпонентная система. Приближенное нахождение стационарных 

характеристик 

 

Рассматривается система S, состоящая из двух компонентов 1K  и 2K , 

причем компонент 1K  имеет мгновенно пополняемый резерв времени, равный h= 

const. Время безотказной работы компонентов 1K , 2K – случайные величины (СВ) 

1 , 2  с функциями распределения (ФР) 1 1( ) ( )F t P t  , 2 2( ) ( )F t P t  , 

времена восстановления компонентов – СВ 1 , 2  с ФР 1 1( ) ( )G t P t  , 

2 2( ) ( )G t P t  . После восстановления первого компонента резерв времени 

пополняется до уровня h. СВ 1 , 2 , 1 , 2  предполагаются независимыми, 

имеющими конечные математические ожидания, у функций 1( )F t , 2 ( )F t , 1( )G t , 

2 ( )G t  существуют плотности 1( )f t , 2 ( )f t , 1( )g t , 2 ( )g t . Рассматривается случай 

параллельного соединения компонентов без их отключения. Отказ системы S 

наступает, если оба компонента восстанавливаются и полностью израсходован 

резерв времени.  

 

2.3.1. Построение полумарковской модели  

 

Для описания функционирования системы используем полумарковский 

процесс ( )t . Введем следующее множество E полумарковских состояний 

системы: 

1 2 1 2{1,210 ,101 ,100 ,211 ,111 ,200 ,101 ,100 ,201 ,200 ,110 ,201 }.E x x x x x xz x x x x xz x x x  

Значение кодировки состояний следующее: 

1 – оба компонента начинают работу, резерв времени полный; 
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210x – компонент 2K  начал восстановление, 1K  работает, x > 0 время до 

конца работы первого, резерв не используется; 

101x  – компонент 1K  начал восстановление и продолжает функционировать 

за счет резерва времени, x > 0 время до конца работы 2K ; 

100x  – 1K  начал восстановление и продолжает функционировать за счет 

резерва времени, 2K  восстанавливается, x > 0 время до конца восстановления 2K ; 

211x – 2K  приступил к работе, x > 0 время до конца работы 1K , резерв не 

используется;  

111x – 1K  приступает к работе, резерв времени пополняется до уровня h и 

не используется, x > 0 время до конца работы 2K ;  

110x – 1K  начал работу, резерв времени пополняется до уровня h и не 

используется, x > 0  время до начала работы 2K ; 

201x – 1K  восстанавливается, резерв времени израсходован полностью, 2K  

приступил к работе,  x > 0  время до начала работы 1K ; 

200x – 1K  восстанавливается, резерв времени израсходован полностью, 2K  

начал восстанавливаться, x > 0 время до начала работы 1K , отказ системы; 

200xz  – 1K  восстанавливается и функционирует за счет резерва времени, 

2K  начал восстанавливаться, x > 0 время до начала работы 1K , z – величина 

оставшегося резерва времени; 

1 2101x x  – 1K  восстанавливается, резерв времени исчерпан, 1x  –  время до 

окончания восстановления 
1K , 2x  –  время до конца работы 2K ;  

201xz  – 1K  восстанавливается и функционирует за счет резерва времени, 

2K  приступает к работе, x > 0 время до начала работы 1K , z – величина 

оставшегося резерва времени; 

1 2100x x  – оба компонента восстанавливаются, резерв времени полностью 

исчерпан, 1x  – время до окончания восстановления 1K , 2x  – время до конца 

восстановления 2K , отказ системы. 



53 

Временная диаграмма функционирования рассматриваемой системы 

изображена на Рисунке 2.2. 

t

t

t

t1

2

1p

S

х

1х

2х

1

2

1 1

2 2
h h

1 1 1

2 2

1 x101 xz002 x110 x001 xz102 21101 xx x111 x210 x001 21100 xx x201 x200

 

Рисунок 2.2 – Временная диаграмма функционирования исходной системы 

 

2.3.2. Нахождение приближенных стационарных характеристик 

 

Перейдем к нахождению приближенных значений стационарных 

характеристик надежности системы, для этого используем алгоритм 

асимптотического фазового укрупнения [20, 18, 102].  

Предположим, что стохастическое ядро ВЦМ { ; 0}n n   полумарковского 

процесса ( )t  исходной системы близко к стохастическому ядру ВЦМ 
(0){ ; 0}n n   

опорной системы S0 с единственным стационарным распределением ( )dx . Тогда 

для приближенного нахождения средней стационарной наработки на отказ T , 

среднего стационарного времени восстановления T  и стационарного 

коэффициента готовности ГК  исходной системы S можно использовать 

следующие приближенные формулы [16]: 

1

(r)

0

( ,m )
,

( , 1 )
T

P




   

(r)

0

(r)

0

( , m )

( , 1 )

P
T

P




  , ,Г

Т
K

Т Т



 




  (2.34) 

где 

1

( ), ,
m ( )

0, ,

m x x E
x

x E





 
 

 
  0

0, ,
m ( )

( ), ,

x E
x

m x x E





 
 

 
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0

0, ,
1 ( )

1, ,

x E
x

x E





 
 

 
  ( , ) ( ) ( ),

X

f f x dx    

( )dx  – стационарное распределение опорной ВЦМ (0){ ; 0}n n  ; ( )m x  – средние 

времена пребывания в состоянии x E  исходной системы; (r) ( , )P x B  – 

вероятности переходов ВЦМ { ; 0}n n   исходной системы, r – минимальное число 

шагов, за которое система может перейти в подмножество отказовых состояний 

E  из работоспособных E , входящих в эргодический класс 
0E .  

Выберем опорную систему S0. Предположим, что у исходной системы время 

безотказной работы элементов системы значительно больше времени 

восстановления. Тогда, опорной будет система S0, у которой компоненты 

восстанавливаются мгновенно, то есть суперпозиция двух процессов 

восстановления.  

Временная диаграмма функционирования опорной системы приведена на 

Рисунке 2.3. 

1

2

S

2 2

1 1

t

t

t

1 x111 x211 x111
)101( x )101( x)210( x  

Рисунок 2.3 – Временная диаграмма функционирования опорной системы S0 

Определим вероятности переходов ВЦМ 0{ ; 0}n n   опорной системы: 

101

111 1
0y

x
p f x y y x    ( ), ,   

210

111 1
0y

x
p f x y y   ( ), ,  

111

101
1x

x
p  , 

101

211 2
0y

x
p f x y y   ( ), ,    

210

211 2
0y

x
p f x y y x    ( ), ,   

211

210
1x

x
p  . 



55 

Обозначим через (111 )x , (101 )x , (211 )x , (210 )x  значения 

стационарного распределения ВЦМ 0{ ; 0}n n   на состояниях 111x, 101x , 211x, 

210x. Составим для них систему интегральных уравнений [18]: 

1 2

0

2 1

0

0 0 0 0

(111 ) (101 ), (211 ) (210 ),

(101 ) (111 ) ( ) (211 ) ( ) ,

(211 ) (211 ) ( ) (111 ) ( ) ,

(111 ) (101 ) (211 ) (210 ) 1

x

x

x x x x

x y f y x dy y f y x dy

x y f y x dy y f y x dy

x dx x dx x dx x dx

   

  

  

   

 

 

   

   

    




   



   


 

 

   

  (2.35) 

Последнее уравнение системы – условие нормировки. Как показано в [18] 

система уравнений (2.35) имеет следующее решение: 

0 2(111 ) (101 ) ( )x x F x    , 0 1(211 ) (210 ) ( )x x F x    ,  (2.36) 

где 0  находится из условия нормировки. 

Класс эргодических состояний опорной системы имеет вид:  

0 {111 ,101 , 211 , 210 }.E x x x x     

Для исходной системы множество работоспособных E  и отказовых E  

состояний имеют вид:  

E =  1 21,210 ,101 ,100 ,211 ,111 ,200 ,101 ,201 ,110 ,201x x x x x xz x x xz x x ,  

E= 1 2100 , 200x x x . 

Определим вероятности переходов ВЦМ { ; 0}n n   исходной системы, 

которые используются в применяемом методе: 

100

210 2( ), 0y

xP g x y y    ; 
210

111 1( ), 0y

xP f x y y    ;  

200

1101
( ), 0, 0yh x

x
P g x y y x h        ;

100

110 1( ), 0y

xP f x y y x     ; 

101

1101
( ), 0,yx h

x
P g y h y x h       ;

110

1100
( ), 0 ,y

x
P g x y y x x h       ; 



56 

110

1101
( ), 0 , 0y

x
P g x y y x x h        ;  

100

1100
( ), 0,yx h

x
P g y h y x h       ; 

 
101

111 1( ), 0y

xP f x y y x     ;  210

211 2( ), 0y

xP f x y y x     ; 

200

201 2( ), 0y

xP f x y y x     .     (2.37) 

Найдем средние значения времен пребывания в состояниях исходной 

системы, которые определяются формулами: 

210 2

0

( )

x

xM G t dt   , 1101

0

( )

x h

x
M G t dt



  , 1100

0

( )

x h

x
M G t dt



  , 

211 2

0

( )

x

xM F t dt   ,  2200

0

( )

x z

xz
M G t dt


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1 2 1 2101 100 1 2x x x xM M x x    , 200 2

0

( )

x

xM G t dt   .   (2.38) 

Для рассматриваемой системы r = 2, так как исходная система может за 2 

шага перейти в подмножество отказовых состояний E  из работоспособных, 

входящих в эргодический класс 0E . 

Стационарные характеристики системы T , T , ГК  найдем, используя 

формулы (2.34), (2.36 – 2.38). 

Сперва вычислим 

1 0 2 1 0 2 1

0 0 0 0

0 1 2 0 1 2

0 0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

x x h

E

x x

m m x dx F x dx F t dt F x dx G t dt

F x dx F t dt F x dx G t dt

   

 



  

 

   

 

    

   

 (2.39) 

Сложив первое и третье слагаемое (2.39), получим:  

 

0 2 1 0 1 2

0 0 0 0

0 2 1 0 2 1 0 2 1

0 0 0 0 0

0 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.

x x

x

x

F x dx F t dt F x dx F t dt

F x dx F t dt F x dx F t dt F x dx F t dt

M M

 

  

  

 

    

 

   



   

       

Распишем второе слагаемое формулы (2.39):  
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0 2 1 0 2 1 0 2 1

0 0 0 0 0
если если 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x h h x h

h
x h x h

F x dx G t dt F x dx G t dt F x dx G t dt  
  

 

         

В итоге получим: 

1( , ) ( ) ( )
E

m m x dx 



   = 0 1 2M M   + 
0 2 1

0 0

( ) ( )

h x

F x dx G t dt   + 

+ 0 1 2

0

( ) ( )

h

h

G t dt F x dx


  + 0 1 2

0 0

( ) ( )

x

F x dx G t dt


  .      (2.40) 

Найдем 
0 1

(2)

0 1 1( , 1 ) ( ) ( , ) ( , )
E E

P dx P x dy P y E     , где 1E  – множество 

предотказовых состояний. В отказ можно попасть: 

1.  по цепочке 
1

1210 100
y h

x y E


  . 

То есть: 
0 1 2 1 1 1 0 1 1 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x dx g x y G h dy G h F x G x h dx 
  

     .    (2.41) 

2. по цепочке 101 200 ( )
x h y h x

x y h x E
  

   :  

0 2 1 2 0 2 2 1

0 0

0 1 2 2
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( ) ( ) ( ) .

h h

h x h x

h
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     
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   



(2.42) 

В итоге, сложив (2.41) и (2.42), получим:  

(2)

0( , 1 )P = 0 1 2 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

h

G h F x G h x dx F x G x h dx
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       (2.43) 

Найдем 
0
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 (2.44) 
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Для первого слагаемого (2.44) сделаем замену переменной 
1 1

1 1

y h y

y y h

  
 

  
, а 

для второго – 
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y x h y

y y h x

   
 
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. 

Получим  

 

 

(2)

0 0 1 2 1 1 1 2 1 2 2

0 0

0 2 1 1 1 2 2 1 2 2

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

h

h

P m F x dx g x y h dy g h y y y dy

F x dx g y h dy g h x y y y dy

 



  

 

       

       

  

  

  

1

1

2 1 2 1

1

1

2 1 2 1

0 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2

0 0
при  при  

0 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 2

0 0 0
при  при  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y

h y
y y y y

yh

y
y y y y

F x dx g x y h dy g h y y dy g h y y dy

F x dx g y h dy g h x y y dy g h x y y dy





  

 

 

 

 
 

       
 
 

 
 

        
 
 

   

   

 

1

1

1

1

0 1 2 1 1 1 2 2 2

0 0

0 1 2 1 1 1 2 1 2

0

0 2 1 1 1 2 2 2 2

0 0 0

0 2 1 1 1 2 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

y

h

h y

yh

h

y

F x dx g x y h dy g h y y dy

F x dx g x y h dy g h y y dy

F x dx g y h dy g h x y y dy

F x dx g y h dy g h x y y dy









 

  



 

    

    

    

    

  

  

  

  

 



59 

 

 

 

1 1

2

2 2

1

1 1

2

0 1 1 2 2 2 2 1 1

0 0

0 1 2 1 1 1 1 2 2

0

0 2 2 2 2 2 1 1 1

0 0

0 2 1 1 1 1

0 0

( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

  ( ) ( )

x y h y

y

y h y

h y

h y h y

y

h

F x dx g y h y dy g x y h dy

F x dx g x y h y dy g y h dy

F x dx g h x y y dy g y h dy

F x dx g y h y dy









     

    

   

    

    

    

 

  

  

  


 2 2

1

2 2 2( )
h x y y

y

g h x y dy

    

   

 

0 1 2 1 2 2 2 2

0 0

0 1 1 2 1 1 1 1

0

0 2 2 2 2 1 2 2

0 0

0 2 1 1 1 2 1 1

0 0

( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

h

h

h

F x dx y g y h G x y h dy

F x dx y g x y h G y h dy

F x dx y g h x y G y h dy

F x dx y g y h G h x y dy









 

 





    

    

    

    

 

 

 

 

 

0 1 1 2

0 0

0 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

y

h

y

F x dx yd G y h G x y h

F x dx yd G y h G h x y





 



       

      

 

 

 

1 2 1 2

,                                                        

( ) ( ) ,      ( ) ( )y

u y du dy

dv d G y h G x y h v G y h G x y h

  
 

           

  

0 1 1 2 1 20
0 0

0 2 1 2 1 20
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h

F x dx yG y h G x y h G y h G x y h dy

F x dx yG y h G h x y G y h G h x y dy





 





 
          

 

 
         

 

 

 

 

0 1 1 2

0 0

0 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( )

h

F x dx G y h G x y h dy

F x dx G y h G h x y dy





 



    

    

 

 

 



60 

0 1 1 2 0 2 1 2

0 0

0 1 1 2 0 1 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

h

h h

h

h h

F x dx G y G x y dy F x dx G y G y x dy

G y dy F x G x y dx G y dy F x G y x dx

 

 

  

  

    

   

   

   

 

Тогда выражение (2.44) примет вид: 
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      (2.45) 

Следовательно, средняя стационарная наработка системы на отказ T , 

среднее стационарное время восстановления системы T  имеют вид: 
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P
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


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  (2.47) 

Пример 2.3. В качестве примера использования формул (2.34), (2.46), (2.47), 

рассмотрим систему, у которой время безотказной работы компонентов 1K  и 2K  

равны М1 = 8,33 ч., М2 = 6,25 ч.; времена восстановления компонентов 1K  и 2K  

равны  М1 = 0,71 ч., М2 = 0,83 ч., СВ 1, 2, 1, 2  имеют распределение Эрланга 

5-го порядка. Резерв времени h изменяется от 0 до 0,7 часа с шагом 0,1 ч. Найдены 

соответствующие значения средней стационарной наработки на отказ T , 

среднего стационарного времени восстановления T  и стационарного 

коэффициента готовности ГК  рассматриваемой системы. Результаты 
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представлены в Таблице 2.3 (расчеты показаны в Приложении Д) и на Рисунке 

2.4.  

Таблица 2.3  

Значения стационарных характеристик системы при различном резерве времени 

h  T  T  ГК  

0 70,347 0,393 0,99444 

0,1 71,143 0,359 0,99498 

0,2 72,851 0,322 0,99561 

0,3 77,308 0,287 0,9963 

0,4 86,281 0,259 0,99701 

0,5 101,574 0,236 0,99768 

0,6 125,693 0,219 0,99826 

0,7 162,566 0,206 0,99873 
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Рисунок 2.4 – Зависимость стационарных характеристик надежности системы от 

величины резерва времени. 

Данная система соответствует системе, рассмотренной в разделе 2.1, когда 

резерв времени у второго компонента отсутствует. В Таблице 2.4 приведено 

сравнение результатов расчетов коэффициента готовности для системы из 

примера 2.1 (резерв времени второго элемента отсутствует, т.е. h2=0) и примера 
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2.3. Резерв времени h изменяется от 0 до 0,7 часа с шагом 0,1 ч. Точное значение 

вычисляется по формулам (2.20), при h2=0, а приближенное – по (2.34). 

Таблица 2.4  

Сравнение коэффициентов готовности 

h 
Точные 

формулы 

Приближенные 

формулы 
Погрешность 

0 0,99230 0,99444 0,00214 

0,1 0,99324 0,99498 0,00174 

0,2 0,99421 0,99561 0,0014 

0,3 0,99520 0,99630 0,0011 

0,4 0,99615 0,99701 0,00086 

0,5 0,99702 0,99768 0,00066 

0,6 0,99777 0,99826 0,00049 

0,7 0,99839 0,99873 0,00034 

 

Таким образом, погрешность расчетов при использовании приближенных 

формул (2.34) составляет менее 1%.  

 

Выводы по Главе 2 

 

1. Решены задачи математического описания функционирования 

двухкомпонентных систем с поэлементным резервом времени. Их существенной 

особенностью является то, что случайные величины, определяющие 

характеристики надежности системы, имеют функции распределения общего 

вида. 

2. Получены аналитические выражения для средней стационарной 

наработки системы на отказ, среднего стационарного времени восстановления 

системы, стационарного коэффициента готовности двухкомпонентной системы с 

поэлементным РВ. 
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3. С применением АФУ вычислены значения стационарных 

характеристик надежности двухкомпонентной системы с поэлементным РВ. 

Следует отметить, что результаты совпали со значениями для аналитических 

выражений, что позволяет применять АФУ для исследования 

многокомпонентных систем  

4. Используя приближенный метод [16], найдены стационарные 

надежности двухкомпонентной системы, у которой резерв времени есть только у 

одного компонента. Очевидно, что такая система совпадает с двухкомпонентной 

системой с поэлементным резервом времени в случае, когда РВ у одного 

компонента равен 0. Сравнение результатов для приближенных и аналитических 

выражений имеет погрешность менее 1%, что позволяет применять 

приближенные методы для исследования многокомпонентных систем. 

5. Полученные аналитические выражения стационарных характеристик 

надежности рассматриваемых систем обладают универсальностью и могут быть 

использованы для решения оптимизационных задач, связанных с распределением 

величин резерва времени и инженерных расчетов. 
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Глава 3. Многокомпонентная система с поэлементным мгновенно 

пополняемым резервом времени 

 

В данной главе на основе теории полумарковских процессов с общим 

фазовым пространством состояний [20, 18, 16, 113] рассматривается 

полумарковская модель многокомпонентной системы с поэлементным мгновенно 

пополняемым резервом времени. Найдены стационарные характеристики 

надѐжности системы, проведен анализ влияния величины резерва времени на 

полученные характеристики. 

В параграфе 3.1 построена полумарковская модель многокомпонентной 

системы с поэлементным мгновенно пополняемым РВ. 

Стационарные характеристики надежности и эффективности, 

рассматриваемой модели, найдены в параграфе 3.2.  

В параграфе 3.3. найдены аналитические выражения для стационарных 

характеристик надежности в случаях параллельного и последовательного 

соединения элементов системы.  

В параграфе 3.4. для задачи, рассмотренной в монографии [52], проведен 

анализ надежности и эффективности однониточного нефтепровода с 

резервуарными парками, используя результаты, полученные в параграфе 3.3.  

 

3.1. Построение полумарковской модели. Нахождение стационарного 

распределения 

 

Рассмотрим систему S, состоящую из N компонентов, времена безотказной 

работы которых случайные величины (СВ) k  с функциями распределения (ФР) 

( )kF t , а времена восстановления – СВ k  с ФP ( )kG t , 1,k N . Каждый 

компонент системы имеет случайный, мгновенно пополняемый резерв времени 

[61, 21, 15] k  с ФР ( )kR t . Резерв времени начинает использоваться в момент 

начала восстановления компонента. Отказ компонента наступает тогда, когда 
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компонент восстанавливается и полностью израсходован резерв времени ( k k  ) 

и продолжается до момента восстановления компонента. СВ k , k , k  

предполагаются независимыми в совокупности, имеющими конечные 

математические ожидания; ФР ( )kF t , ( )kG t , ( )kR t  – имеющими плотности 

( )kf t , ( )kg t , ( )kr t . Отказ системы S определяется исходя из анализа структуры 

системы. Восстановление компонентов системы предполагается неограниченным. 

 

3.1.1. Построение полумарковской модели системы 

 

Для описания функционирования системы S используем полумарковский 

процесс (ПМП) [20, 101] ( )t . Введем дискретно-непрерывное фазовое 

пространство состояний вида: 

1 2 1 2{ : ( , ,..., ,..., ), ( , ,..., ,..., ), 0, 1, },k N k N kЕ idx d d d d d x x x x x x k N            (3.1) 

где 1,i N  указывает номер компонента, в котором произошло изменение 

физического состояния. Компонента kd  вектора d  описывает физическое 

состояние компонента с номером k : 

1, если к ый элемент работоспособен;

1, если к ый элемент восстанавливается и

функционирует за счет резерва времени;

0, если к ый элемент находится в отказе.

kd

    


      
 

     
       

 

Непрерывная компонента kx  вектора x  указывает время, прошедшее с 

последнего изменения физического состояния в компоненте с номером k ; 

отметим, что 0ix  . 

Найдем времена пребывания в состояниях системы. Для этого введѐм 

следующие СВ: 
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 

( )

, 1,

, 1

, 0.

k

k

z k k

k k

если z

если z

если z



  

 


    


    


    

     (3.2) 

где   – знак минимума,  k k 


  – СВ, ФР которой определяется равенством  

  
 

0

( ) ( )

1

k k

k k

k k

G y t r y dy

P t
P

 
 







   



. 

Обозначим  ( ) ( )( )k k

z zV t P t   – ФР СВ 
( )k

z ,  ( ) ( )( ) 1 ( )k k

z zV t V t  , ( ) ( )k

zv t  – 

плотности распределения вероятностей СВ 
( )k

z : 

( )

1 ( ) ( )k

kv t f t ,    ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

k k k kv t R t g t G t r t  ,    ( ) 0
0

( ) ( )

( )
( )

k k

k

k k

g x t r x dx

v t
P  









. 

Тогда время пребывания в состоянии idx  определяется равенством: 

( )

1
k

N
k

d kidx
k

x 




    , 0ix  .    (3.3) 

Определим вероятности переходов вложенной цепи Маркова (ВЦМ) 

{ ;n 0}n  .  

Введем дополнительные функции: 

( )

1( )

1,

( ),   если z 1,
( )

0,     если  z=0,1,

k

k

z

v t
w t

 
 


    

( )

1,

( ) ( ),  если 1,

( ) ( ) ( ),   если 0,

0,    если  z=1,

k k

k

k kz

R t g t z

w t G t r t z

 


 



( )

0( )

0,

( ),   если  1,
( )

0,    если  0,1.

k

k

z

v t z
w t

z

 
 



 

Отметим, что функции 

( )

1,1( )

1,1

( )
( )

( )

k

k

k k

w t
f t

P  



,   

( )

1,0( )

1,0

( )
( ) ,    1,

( )

k

k

k k

w t
f t k N

P  
 


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являются плотностями распределений. 

Плотности вероятностей переходов ВЦМ { ;n 0}n   имеют следующий вид: 

( ) ( )

,

1,

( )

1,

( ) ( )

,

1,

( )

1,

( ) ( )

,  , , , 0,

( )

( ) ( )

,     , , , 0,

( )

j j k

s

i i k

s

N
j k

d d j i d k i

k
k j

k k i jN
s

d s

s
s ijd y

idx N
i k

d d k k d k

k
k i

k k i iN
s

d s

s
s i

w x y V x y

j i y x y k j y

V x

p

w y x V y

j i y x t k i y x

V x


















 


    





 
 

      













(3.4) 

вектора d  и d   отличаются только j-ой компонентой. 

 

3.1.2. Нахождение стационарного распределения вложенной цепи 

Маркова 

 

Для нахождения стационарных характеристик надежности и эффективности 

системы S найдем стационарное распределение ВЦМ { ; n 0}n   . 

Введем обозначения: пусть 1 2( , ,..., )Nx x x x , тогда векторы 
( )( ) ix t , 

( )( ) ,i

jx x t   , где 1,

N

j k
k
k i

x x



  , определяется следующим образом: 

( )
,  ,

( )
0,      ,

ki

k

x t k i
x t

k i

 
  


     

( )
,  ,

( ) ,
,      .

k ji

j k

x x k i
x x t

t k i

 
     

 

Предположим, что у стационарного распределения ВЦМ { ; n 0}n    

существуют плотности ( )idx , используя (3.3), (3.4), составим систему 

интегральных уравнений, которой они удовлетворяют. 

1. В случае состояний ,  1iidx d   возможны переходы: 



69 

a) 
( ) ( ) ( )( ) , 0 ,  1,i i i

j iid x t idx t x d         

b) 
( ) ( ) ( )( ) , ,  0,  1.i i i

j ijd x x t idx t d         

Тогда  

   

 

( ) ( )

1

1,
( ) ( )

( )0

1,

( ) ( )

1

1,
( ) ( )

( )0

1,

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

             ( ) , .

( )

k
j

s

k

s

N
i k

d k
x k

k i i i

N
s

d s

s
s i

N
i k

j d k

k
k i i i

jN
s

d s j

s
s j

v t V x

idx id x t dt

V x t

v x t V x

jd x x t dt

V x x

 









 





  





   












   (3.5) 

2. В случае состояний ,  0iidx d   возможны переходы: 

a) 
( ) ( ) ( )( ) , 0 ,  1,i i i

j iid x t idx t x d        

b) 
( ) ( ) ( )( ) , ,  0,  1.i i i

j ijd x x t idx t d           

Следовательно,  

   

 

( ) ( )

1,0
1,

( ) ( )

( )0

1,

( ) ( )

1,0
1,

( ) ( )

( )0

1,

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

             ( ) , .

( )

k
j

s

k

s

N
i k

d k
x k

k i i i

N
s

d s

s
s i

N
i k

j d k

k
k i i i

jN
s

d s j

s
s j

w t V x

idx id x t dt

V x t

w x t V x

jd x x t dt

V x x

 









 





  





   












   (3.6) 

3. В случае состояний ,  1iidx d   возможны переходы: 

a) 
( ) ( ) ( )( ) , 0 ,  1,i i i

j iid x t idx t x d         



70 

b) 
( ) ( ) ( )( ) , 0 ,  0,i i i

j iid x t idx t x d         

c) 
( ) ( ) ( )( ) , ,  0,  1.i i i

j ijd x x t idx t d          

d) 
( ) ( ) ( )( ) , ,  0,  0.i i i

j ijd x x t idx t d         

Следовательно,  

   

 

( ) ( )

1,1
1,

( ) ( )

( )0

1,

( ) ( )

0,1

1,
( ) ( )

( )0

1,

( ) ( )

1,1
1,

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

            ( )

( )

( ) ( )

            

k
j

s

k
j

s

k

N
i k

d k
x k

k i i i

N
s

d s

s
s i

N
i k

d k
x k

k i i i

N
s

d s

s
s i

i k

j d k

k

w t V x

idx id x t dt

V x t

w t V x

id x t dt

V x t

w x t V x

 

















  



  

















 

 

( ) ( )

( )0

1,

( ) ( )

0,1

1,
( ) ( )

( )0

1,

( ) ,

( )

( ) ( )

            ( ) , .

( )

s

k

s

N

k i i i

jN
s

d s j

s
s j

N
i k

j d k

k
k i i i

jN
s

d s j

s
s j

jd x x t dt

V x x

w x t V x

jd x x t dt

V x x











 





   




   












   (3.7) 

4.  
( , )

( )

1

1.
N i

N
i

d D i R

idx dx


 

   (условие нормировки)           (3.8) 

Обозначим  
 

( )

1

( )
k

N
k

d

k

idx
idx

V t









. Тогда система уравнений (3.5) – (3.8) будет 

иметь следующий вид: 
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1. В случае состояний ,  1iidx d    

       ( )( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

( ) ( ) , .

jx
iii i i i

j jidx v t id x t dt v x t jd x x t dt  


     
       (3.9) 

2. В случае состояний ,  0iidx d    

       ( )( )( ) ( ) ( ) ( )

1,0 1,0

0 0

( ) ( ) , .

jx
iii i i i

j jidx w t id x t dt w x t jd x x t dt  


     
      (3.10) 

3. В случае состояний ,  1iidx d    

       

     

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0,11,1

0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0,11,1

0 0

( ) ( )

( ) , ( ) , .

j jx x

i ii i i i

i i
i i i i

j j j j

idx w t id x t dt w t id x t dt

w x t jd x x t dt w x t jd x x t dt

  

 
 

    

        
      

 

 
(3.11) 

4.   
( , )

( ) ( )

1 1

( ) 1.
k

N i

NN
k i

d

d D i kR

idx V t dx


  

   (условие нормировки)            (3.12) 

Введем следующие обозначения: 

( )

( )

( )

,  если 1,1,

,  если 0,

k

k

z k

z

z






 
 


 ( ) ( )1 ( )

,   
2 ( ) 2 ( )

k k k k

k k k k

P

P P

 
 

   


 

   
,  

( ) ( ) ( )k k

k kP      . 

 

Лемма. Решение системы уравнений (3.9) – (3.12) имеет следующий вид: 

( )

0

1

( ) ,
k

N
k

d

k

idx  


        (3.13) 

где постоянная 0  находится из условия нормировки (3.12).  

Доказательство. Подстановкой проверим, что функции ( )

0

1

( )
k

N
k

d

k

idx  


   

удовлетворяют системе уравнений (3.9) – (3.12) при любом значении 0 . 
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1. В случае состояний ,  1iidx d    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 0 1 0

1 1 10 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1 0 1 1

1 10 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

j

k k k

j j

k k

j

x
N N N

k i k i k

d d j d

k k k

x x
N N

k i i k i i

d j d

k k x

idx v t dt v x t dt

v t dt v x t dt v t dt v t dt

      

   



  

 

 

    

  
        

   
   

   

    

 

( ) ( ) ( ) ( )

0 1 0 0

1 1 10 0

( ) ( ) .
k k k

N N N
k i k k

d d i d

k k k

v t dt f t dt     
 

  

       

2. В случае состояний ,  0iidx d    

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 01,0 1,0
1 1 10 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 01,0 1,0 1,0 1,0
1 10 0 0

0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

j

k k k

j j

k k

j

x
N N N

k i k i k

d d j d

k k k

x x
N N

k i i k i i

d j d
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3. В случае состояний ,  1iidx d    
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Лемма доказана. 

Следовательно, стационарное распределение ВЦМ { ; n 0}n    

рассматриваемой системы имеет следующий вид: 

( ) ( )

0

1 1,

( ) ( )
k j

N N
k j

d d j

k j
j i

idx V x  
 



   ,     (3.14) 

где константа 0  находится из условия нормировки. 

 

3.2. Нахождение стационарных характеристик надежности и 

эффективности 

 

Для нахождения стационарного коэффициента готовности ГK , средней 

стационарной наработки системы на отказ Т , среднего стационарного времени 

восстановления системы Т  используем следующие формулы (2.20). 

Рассмотрим понятие отказа системы: исходя из анализа структуры системы, 

на множестве всех векторов  D d  задается структурная функция [70] ( )g d  

такая, что: 

1,  если система работоспособна

( ) при данном сочетании компонентов вектора ;

0,  если система в отказе.

g d d




 



 



74 

Множество значений вектора d , при котором система работоспособна, 

обозначим D , а множество значений, при которых система находится в D , т.е. 

 : ( ) 1D d g d   ,  : ( ) 0D d g d   . По предположению, D D D   , 

D D   . 

В соответствии с выбором D  и D   фазовое пространство состояний Е  

разбивается на множества Е  и Е  работоспособных и отказовых состояний. 

E E E   , E E   .  

Найдем числители формул (3.15). Используя (3.2), определим средние 

времена пребывания в состояниях: 
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
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    (3.16) 

Используя (3.16) и стационарное распределение (3.14), получаем: 
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где  
0

( ) ( )k k k kM G t R t dt 


   ,   
0

( ) ( ) ( )k k k k k kM G t R t dt P   



   .  

В преобразованиях использовалась следующая формула, доказанная в [20, 

16]: 
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Соответственно,  

      

( ) ( )

0

1

( )

0

1 : 1 : 1 : 0

( ) ( )

.

k k

k k k

N
k k

d d

d D kЕ

N
k

k k k k k k k

d Dk k d k d k d

m e de M

M M P M

   

        





 



   

 

      



   

 

 

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 1 01
11 1

( )

0

1 1

( )

0

1 1 0 0

( ) ( )

( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

k k

N N N
k k k k k k

d d k

d D kk kЕ

N N
k

k k k k k k k

k k

N N
k

k k k k k k k

k k k k

m e de M M M p M

M M P M

M G t R t dt P G t R t dt
P

        

        

    
 

  



 

 

 

     

       

 
      

 



  

 

   

 ( )

0

1 1

,
N N

k

k k

k k

M M   
 

  

 

Следовательно, стационарный коэффициент готовности равен 
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Для нахождения Т , Т  введем следующие обозначения: 

1D  – множество векторов d D  таких, что изменение в состоянии одной 

компоненты переводит систему в работоспособное состояние (в D ). 

0D  – множество векторов d D  таких, что изменение в состоянии одной 

компоненты переводит систему в отказовое состояние (в D ). 

( )G d  – множество номеров компонент вектора 0d D , изменение значения 

каждой из которых переводит вектор d  в D . 

Тогда,  
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где  

 ,  если 1,
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В преобразованиях использовалась следующая формула [20, 16]: 
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Следовательно,  
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(3.18) 
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(3.19) 

Найдем характеристики эффективности данной системы: среднюю 

удельную прибыль S в единицу календарного времени и средние удельные 

затраты C в единицу времени исправного функционирования системы. Для их 

определения воспользуемся формулами [62]: 
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где ( )sf e , ( )сf e  – функции, определяющие соответственно доход и затраты в 

каждом состоянии.  

Пусть 1

2

,  ,
( )

,  ,
s

с e E
f e

c e E


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
  

где 1с  – прибыль, получаемая в единицу времени исправного функционирования 

системы, 2c  – потери в единицу времени отказа. Используя формулы (3.20), 

получаем: 
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В случае когда k kh const   ,    
0

( )
kh

k k k k kM M h G t dt       , 

      ( ) ( ).

k

k k k k k k k

h

M M h G t dt P h   


 
      

В качестве иллюстративного примера использования формул (3.17) – (3.19), 

(3.21) – (3.22) рассмотрим систему, состоящую из 3-х компонентов с 

параллельным соединением, у которой время безотказной работы компонентов 

1K , 2K , 3K  равны 1M =8,33 ч, 2 3M M  =6,25 ч; времена восстановления 

компонентов 1K , 2K , 3K  равны 1M  =0,71 ч, 2 3M M  =0,83 ч, СВ i , i , 

1,2,3i  , имеют распределение Эрланга 5-го порядка; 1с =10 у.е., 2c =15 у.е. 

Каждая компонента имеет неслучайный резерв времени ( ( ) 1( )i iR t t h  , 

1 2 3h h h  ), который изменяется от 0 до 0,7 часа с шагом 0,1 ч. Найдены 

соответствующие значения 1 2 3( , , )Т h h h , 1 2 3( , , )Т h h h , 1 2 3( , , )ГК h h h , 1 2 3( , , )C h h h , 

1 2 3( , , )S h h h  рассматриваемой системы. Результаты представлены в Таблице 3.1. 

 

Таблица 3.1 

Влияние величины резерва времени на характеристики надежности и 

эффективности системы 

1,h  

ч. 

2 ,h  

ч. 

3 ,h  

ч. 
1 2 3( , , ),Т h h h

ч. 
1 2 3( , , ),Т h h h ч. 1 2 3( , , )ГК h h h  

1 2 3( , , ),C h h h  

(у.е./ч.) *10
-3

 

1 2 3( , , ),S h h h  

у.е./ч. 

0 0 0 0,26316 316,51316 0,99917 12,47 9,97923 

0,1 0,1 0,1 0,22974 388,00755 0,99941 8,8815 9,98521 

0,2 0,2 0,2 0,19815 499,29585 0,9996 5,953 9,99008 

0,3 0,3 0,3 0,17123 693,2207 0,99975 3,70506 9,99383 

0,4 0,4 0,4 0,14992 1,05977*10
3
 0,99986 2,12193 9,99646 

0,5 0,5 0,5 0,13357 1,79836*10
3
 0,99993 1,11413 9.99814 

0,6 0,6 0,6 0,12109 3,38443*10
3
 0,99996 0,53668 9,99911 

0,7 0,7 0,7 0,11147 7,023*10
3
 0,99998 0,23807 9,9996 
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Анализ данных таблицы показывает значительное влияние резерва времени 

на характеристики надежности и эффективности системы. 

Данные формулы могут быть использованы для анализа надежности и 

эффективности многокомпонентных систем «газопровод – подземное хранилище 

газа – потребитель»; нефтепровод с резервуарными парками (для хранения 

промежуточных запасов нефти); систем электроэнергетики, где резерв времени у 

компонента обеспечивается наличием накопителя энергии.  

 

3.3. Случаи параллельного и последовательного соединения элементов 

 

Рассмотрим частные случаи последовательного и параллельного соединения 

компонентов системы. 

1. Последовательное соединение компонент системы. 

При данном соединении отказ системы наступает тогда, когда хотя бы один 

из компонент системы находится в отказе. Формулы (3.17) – (3.19) принимают 

вид: 
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2. Параллельное соединение. 

В этом случае отказ системы наступает тогда и только тогда, когда все 

компоненты системы находятся в отказе.  

Следовательно, множества работоспособных и отказовых состояний 

системы имеют вид: 

1 2 1{ : ( , ,..., ), (0,0,...,0), ( ,..., ,..., ), 0},N k N kЕ idx d d d d d x x x x x          

1 2 1{ : ( , ,..., ), (0,0,...,0), ( ,..., ,..., ), 0}.N k N kЕ idx d d d d d x x x x x          

Формулы (3.17) – (3.19) принимают вид: 
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3.4. Расчет характеристик надежности и эффективности нефтепровода 

с резервуарными парками 

 

Рассмотрим задачу, представленную в монографии [52]. Имеется 

однониточный нефтепровод с резервуарными парками (для хранения 

промежуточных запасов нефти). Пусть каждый линейный узел (ЛУ) имеет свой 

резервуарный парк (поэлементный резерв времени).  
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Резервуарные парки в случае отказа в системе позволяют накапливать в 

течение некоторого времени нефть, идущую от промысла, в свободные емкости, в 

то же время имеющиеся запасы дают возможность снабжать потребителя нефтью 

бесперебойно в течение определенного времени. 

Если происходит отказ i-ого ЛУ, то он не приводит к отказу всего 

нефтепровода до тех пор, пока не исчерпаются запасы нефти в i-том резервуарном 

парке. 

 

 

Рисунок 3.1 – Схема однониточного нефтепровода с поэлементными 

резервуарными парками. 

 

Пусть 

i  – интенсивность безотказной работы i-ого линейного узла, 

i  – интенсивность восстановления отказавшего i-ого линейного узла, 

ih  – резерв времени i-ого резервуарного парка. 

Предполагается, что пополнение резервуарного парка начинается сразу же 

после восстановления таким образом, что к следующему отказу i-ого линейного 

узла i-ый резервуарный парк будет полностью заполнен (мгновенно пополняемый 

резерв времени). 
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Используя формулы (3.17) – (3.22), представленные в главе 3, получаем 

расчетные формулы для нахождения стационарных характеристик надежности и 

эффективности.  
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Стоит отметить, что в монографии [52] были получены только 

количественные характеристики системы (коэффициент готовности, вероятность 



84 

безотказной работы и средняя наработка на отказ). Здесь же вычислены также 

временные характеристики (средняя стационарная наработка системы на отказ и 

среднее стационарное время восстановления системы) и экономические 

характеристики (средняя удельная прибыль в единицу календарного времени и 

средние удельные затраты в единицу времени исправного функционирования). 

Также формулы (3.17) – (3.22) позволяют находить характеристики надежности и 

эффективности систем с поэлементным резервом времени в случае, когда 

случайные величины, описывающие функционирование системы, имеют 

распределения произвольного вида. 

 

Пример 1. Рассмотрим случай, когда N=5. Каждый линейный узел имеет 

поэлементный неслучайный резерв времени. Величина резерва времени – это 

время, в течение которого полностью расходуется емкость резервуарного парка, в 

случае отказа ЛУ. Резерв времени изменяется от 0 до 15 часов с шагом 1 час. 

Время безотказной работы первого линейного узла (ЛУ) Mα1=200 часов 

(λ1=0,005), второго ЛУ Mα2=181,82 часа (λ2=0,0055), третьего ЛУ Mα3=250 часов 

(λ3=0,004), четвертого ЛУ Mα4=222,22 часа (λ4=0,0045), пятого ЛУ Mα5=250 часов 

(λ5=0,004); время восстановления первого ЛУ Mβ1=20 часов (µ1=0,05), второго ЛУ 

Mβ2=18,18 часов (µ2=0,055), третьего ЛУ Mβ3=25 часов (µ1=0,04), четвертого ЛУ 

Mβ4=22,2 часа (µ4=0,045), пятого ЛУ Mβ5=25 часов (µ1=0,04); прибыль, 

получаемая в единицу времени исправного функционирования системы, с1=200 

у.е., потери в единицу времени отказа с2=250 у.е. Результаты вычислений для 

рассматриваемой системы представлены в Таблице 3.2. На Рисунке 3.2 

изображены: а) стационарный коэффициент готовности, б) средняя стационарная 

наработка на отказ, в) среднее стационарное время восстановления, г) средняя 

удельная прибыль, д) средние удельные затраты. 
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Таблица 3.2. 

Влияние резерва времени на характеристики надежности и эффективности 

h, ч. КГ Т+, ч. Т-, ч. S, у.е./ч. C, у.е./ч. 

0 0,621 43,478 26,544 29,415 152,627 

1 0,635 45,766 26,306 35,75 143,701 

2 0,649 48,160 26,084 41,902 135,403 

3 0,662 50,667 25,876 47,872 127,679 

4 0,675 53,291 25,682 53,661 120,479 

5 0,687 56,038 25,500 59,269 113,761 

6 0,699 58,914 25,329 64,699 107,484 

7 0,711 61,924 25,170 69,953 101,614 

8 0,722 65,075 25,020 75,034 96,118 

9 0,733 68,373 24,879 79,943 90,968 

10 0,744 71,825 24,747 84,686 86,136 

11 0,754 75,438 24,623 89,264 81,60 

12 0,764 79,220 24,507 93,682 77,338 

13 0,773 83,178 24,398 97,942 73,33 

14 0,782 87,320 24,295 102,049 69,558 

15 0,791 91,655 24,199 106,007 66,005 

 

 

а) 
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б) 

 

в) 
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г) 

 

д) 

Рисунок 3.2 – Характеристики надежности и эффективности 

Пример 2. Рассмотрим случай, когда резерв времени первого ЛУ h1 

изменяется от 0 до 15 часов, h2 – от 15 до 0 ч., h3 – от 5 до 20 ч., h4 – от 20 до 5 ч., 

h5 – от 3 до 18 часов с шагом 1 час (т.е. поэлементные резервы времени связаны 

условиями: h1=i, h2=15-i, h3=i+5, h4=20-i, h5=i+3, i=0…15 ч.). Прибыль, получаемая 

в единицу времени исправного функционирования системы, с1=150 у.е., потери в 

единицу времени отказа с2=250 у.е. Остальные значения совпадают с примером 1. 
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Результаты вычислений для рассматриваемой системы представлены в Таблице 

3.3 и на Рисунке 3.3. 

Таблица 3.3. 

Влияние резерва времени на характеристики надежности и эффективности 

h1, 

ч. 

h2, 

ч. 

h3, 

ч. 

h4, 

ч. 

h5, 

ч. 
КГ Т+, ч. Т-, ч. S, у.е./ч. C, у.е./ч. 

0 15 5 20 3 0,715 63,557 25,295 36,124 99,498 

1 14 6 19 4 0,721 64,938 25,182 38,229 96,946 

2 13 7 18 5 0,725 66,201 25,070 40,129 94,675 

3 12 8 17 6 0,730 67,332 24,960 41,823 92,674 

4 11 9 16 7 0,733 68,320 24,850 43,311 90,935 

5 10 10 15 8 0,736 69,151 24,742 44,594 89,450 

6 9 11 14 9 0,739 69,817 24,635 45,670 88,215 

7 8 12 13 10 0,741 70,307 24,529 46,540 87,223 

8 7 13 12 11 0,743 70,614 24,425 47,201 86,473 

9 6 14 11 12 0,744 70,733 24,321 47,653 85,962 

10 5 15 10 13 0,745 70,660 24,219 47,894 85,690 

11 4 16 9 14 0,745 70,395 24,119 47,923 85,657 

12 3 17 8 15 0,744 69,939 24,021 47,738 85,865 

13 2 18 7 16 0,743 69,295 23,926 47,337 86,319 

14 1 19 6 17 0,742 68,470 23,834 46,717 87,022 

15 0 20 5 18 0,740 67,471 23,745 45,875 87,981 

 

 

а) 
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б) 

 

в) 
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г) 

 

д) 

Рисунок 3.3 – Характеристики надежности и эффективности. 

Исходя из полученных результатов, можно сделать вывод, что при заданном 

сочетании величин резерва времени наиболее оптимальными являются значения 

при i=10 и i=11. 
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Выводы по Главе 3 

 

1. В данной главе решена задача математического описания 

функционирования многокомпонентной полумарковской системы. Полученные 

аналитические выражения для многокомпонентных систем с поэлементным 

резервом времени являются универсальными и могут быть использованы для 

расчета характеристик надежности и эффективности многокомпонентных 

полумарковских систем. 

2. Получены расчетные формулы для стационарных характеристик 

надежности и эффективности системы с произвольной структурой. Проведен 

анализ влияния величины резерва времени на полученные характеристики 

надежности и эффективности. 

3. Полученные выражения позволяют оценить эффективность работы 

системы и могут использоваться в качестве критерия оптимизации. 

4. При отсутствии резерва времени (т.е. равенства 0 РВ у всех 

элементов), аналитические выражения для стационарных характеристик 

надежности совпадают с результатами, представленными в монографии [16]. 

5. Результаты данной главы могут быть использованы для построения 

полумарковских моделей систем с различными видами и стратегиями 

использования резерва времени, инженерных расчетов и решения 

оптимизационных задач, связанных с использованием резерва времени. 

6. При технологической переформулировке математической задачи, 

рассмотренной в параграфе 3.4, ее результаты можно использовать для анализа 

надежности и эффективности системы газопровода с подземными хранилищами 

газа, системы водоснабжения с резервуарами на каждом участке, 

информационной системы с поэлементными хранилищами данных, систем 

электроэнергетики с поэлементными накопителями энергии. 
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Глава 4. Скрытые марковские модели систем на основе укрупненных 

полумарковских моделей систем с резервом времени 

 

В данной главе предлагается методика построения скрытой марковской 

модели (СММ) систем различного назначения, допускающих построение 

полумарковской модели. 

С использованием алгоритма стационарного фазового укрупнения [18, 20, 

101] в параграфах 4.1 и 4.2 построены укрупненные полумарковские модели 

систем с резервом времени, затем рассматриваются скрытые марковские 

модели, построенные на основе этих укрупненных моделей. Для полученных СММ 

на основе заданного вектора сигналов решаются задачи оценивания 

характеристик ВЦМ укрупнѐнной модели и прогнозирования еѐ состояний.  

 

В обычной марковской модели переходы между состояниями 

характеризуют динамику моделируемой системы, и мы неявно предполагаем, что 

последовательность состояний может наблюдаться непосредственно, и 

наблюдателю может быть доступна структура и параметры марковской модели. В 

некоторых областях, таких как распознавание речи, моделирование сетевого 

траффика, анализ изменения цены акций, полезно удалить такого рода 

ограничительные допущения и построить модель, в которой наблюдаемый 

результат является вероятностной функцией основного марковского состояния. 

Скрытые марковские модели (СММ) являются такими моделями. 

СММ – это статические модели, используемые во многих реальных 

приложениях и задачах. Использование аппарата теории СММ получило широкое 

распространение в последние десятилетия, что обуславливается большим 

количеством публикаций и разнообразием сфер применения. Следует отметить, 

что большинство публикаций зарубежные. 

Определение [97]. Марковский процесс  ,t t tX S Y  называется частично 

наблюдаемым марковским процессом или скрытой Марковской моделью, если 

его вероятности перехода между состояниями не зависят от 1tY  , то есть: 
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1 1( | ) ( | )t t t tp x x p x s        (4.1) 

или 

1 1 1( , | , ) ( , | ).t t t t t t tp s y s y p s y s       (4.2) 

Состояния tS S  называются скрытыми состояниями, процесс 

 ;tS t T S  – скрытый процесс, а  ;ty t T y  называется наблюдением.  

Следует отметить, что хотя сама СММ является марковской, обычно 

ненаблюдаемая компонента такой модели сама по себе не является марковской. 

Таким образом, СММ можно использовать для моделирования немарковского 

поведения, сохраняя при этом многие математические и вычислительные 

преимущества марковского свойства. 

Зачастую, мы заинтересованы в моделировании наблюдаемых явлений, а не 

в процессе ненаблюдаемых факторов. Однако, включение этих ненаблюдаемых 

факторов, позволяет построить модель, которая более точно отражает 

статистические свойства наблюдаемых явлений. Например, рассмотрим систему с 

резервом времени. Пусть она состоит из одного элемента и накопителя (резерв 

времени). В момент выхода элемента из строя (отказ элемента), включается 

накопитель, и система продолжает функционировать за счет резерва времени. 

Если элемент успевает восстановиться за резервное время, то накопитель 

отключается и система продолжает работу в обычном режиме. Если нет – то 

наступает отказ всей системы. Предположим, что во время наблюдения за 

функционированием такой системы, мы можем наблюдать только состояние 

системы: работоспособна или неработоспособна. Очевидно, что для нас останется 

ненаблюдаемым функционирует ли система за счет резерва времени или в 

обычном режиме. Поэтому включение в модель ненаблюдаемых (скрытых) 

факторов позволяет получить более полную информацию о функционировании 

реальной системы и ее характеристиках.  

Заметим, что СММ естественным образом описывает ситуацию, в которой 

стохастическая система наблюдается посредством измерений с шумом. 
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СММ получили широкое распространение благодаря возможности 

учитывать как пространственные, так и временные характеристики 

последовательностей. Теория скрытых марковский моделей детально 

представлена в монографии [75, 85], теория скрытых полумарковских моделей – 

[132, 147], обзоры публикаций по данной тематике представлены в работах [110, 

146, 147]. Работы [127, 53, 6] посвящены применению СММ в распознавании 

речи, моделирование распознания рукописного текста представлено в 

монографии [24], сигналов [17, 63, 97], [66, 78, 136] – в задачах биоинформатики и 

биологии, [87] – в исследовании динамических систем, [83, 44] – в энергетике, 

[73, 111, 149] – в анализе временных рядов, [138] – в статистическом анализе 

землетрясений, [74, 76, 84, 99, 108, 116] – в надежности и техническом 

обслуживании, [72, 82, 86, 98, 148, 114, 122] – информационных технологиях.  

Описание СММ, постановка и решение основных задач СММ представлены 

в Приложении Е.  

Приведем алгоритм построения СММ на основе укрупненной 

полумарковской модели: 

1. Построить полумарковскую модель системы. 

2. Применить алгоритм стационарного фазового укрупнения, т.е. 

определить Ê , ˆ r

kp , ˆ km  [18, 20, 101]. 

3. Определить параметры СММ образом: 

a) Ê  – множество состояний модели. 

b) Задать множество сигналов J. 

c) Матрица переходных вероятностей будет состоять из вероятностей 

ˆ r

kp . 

d) Задать функцию связи R s( | )x  состояний модели с сигналами. 

e) Задать начальное распределение. 

В следующих двух параграфах приведены примеры применения указанного 

алгоритма для построения СММ систем с резервом времени. 
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4.1. Скрытая модель системы с поэлементным резервом времени 

 

4.1.1. Укрупнение двухкомпонентной системы из 2.1 

 

Рассмотрим систему S , представленную в разделе 2.1, состоящую из 2-х 

компонентов, времена безотказной работы которых случайные величины (СВ) i  

с функциями распределения (ФР) ( )iF t , а времена восстановления – СВ i  с ФР 

( )iG t , 1,2i  . Каждый компонент системы имеет случайный мгновенно 

пополняемый резерв времени i  с ФР ( )iR t . СВ i , i , i  предполагаются 

независимыми в совокупности, имеющими конечные математические ожидания; 

ФР ( )iF t , ( )iG t , ( )iR t  – имеющими плотности ( )if t , ( )ig t , ( )ir t . 

Резерв времени компонента начинает использоваться в момент начала 

восстановления компонента. Отказ системы S наступает тогда, когда оба 

компонента восстанавливаются и полностью израсходован резерв времени для 

каждого компонента. Он продолжается до восстановления одного из отказавших 

компонентов, при этом резерв времени у восстановившегося компонента 

мгновенно пополняется до уровня i . Эта система является моделью 

двухкомпонентной информационной системы с покомпонентными накопителями 

информации. 

В разделе 2.1 для построения полумарковской модели системы S 

используется полумарковский процесс ( )t  с дискретно-непрерывным фазовым 

пространством состояний вида: 

1 2{ : ( , ), 0},Е idx d d d x          (4.3) 

где 1,2i   – номер компонента, в котором произошло изменение состояния. 

Координата kd  вектора d  описывает физическое состояние компонента с 

номером k : 



96 

0, если к ый компонент находится в отказе,

1, если к ый компонент работоспособен,

1, если к ый компонент восстанавливается  и

функционирует за счет резерва времени,

kd

       

    

 
     

    

 

непрерывная компонента x  указывает время, прошедшее с последнего изменения 

состояния системы.  

В разделе 2.1 найдены стационарное распределение ВЦМ и стационарные 

характеристики надежности рассматриваемой системы.  

С целью упрощения модели системы, укрупним построенную в разделе 2.1 

полумарковскую модель, используя алгоритм стационарного фазового 

укрупнения, предложенный в [20, 101].  

Фазовое пространство состояний E исходной модели расщепляется на N= 9 

классов: 

00 {100 ,200 }Е x x , 11 {1,111 ,211 },Е x x  
11

{111 ,211 },Е x x   

11
{1 11 ,2 11 },Е x x  

11
{111 ,211 },Е x x  10 {110 ,210 },Е x x  

01 {101 ,201 },Е x x  
01

{101 ,201 },Е x x  
10

{110 ,210 },Е x x  

каждый из которых «склеивается» в одно состояние укрупненной модели.  

Фазовое пространство состояний укрупненной модели имеет вид:  

ˆ { }.E    

Опишем физический смысл, введенных классов состояний: 

00Е  – оба компонента находятся в отказе, резерв времени каждого 

компонента полностью израсходован; 

11Е  – оба компонента работоспособны; 

1 1
Е  – оба компонента восстанавливаются и функционируют за счет резерва 

времени; 

11
Е  – первый компонент восстанавливается и функционирует за счет 

резерва времени, второй работоспособен; 
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11
Е  – второй компонент восстанавливается и функционирует за счет 

резерва времени, первый работоспособен; 

10Е  – первый компонент работоспособен, второй находится в отказе; 

01Е  – второй компонент работоспособен, первый находится в отказе; 

0 1
Е  – первый компонент находится в отказе, второй восстанавливается и 

функционирует за счет резерва времени; 

10
Е  – второй компонент находится в отказе, первый восстанавливается и 

функционирует за счет резерва времени. 

Определим вероятности перехода ВЦМ ˆ r

kp  и средние времена пребывания в 

состояниях ˆ
km  укрупненной модели, которые согласно [20, 101] находятся по 

формулам (2.30). 

Используя формулу (2.30), найдем вероятности перехода ВЦМ укрупненной 

модели, которые будут использованы при построении скрытой марковской 

модели:  
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1 1 2 2

( )

( ) ( )

p M
P

M M

 

   




  
, 

01 1 2 2

11

1 1 2 2

( )

( ) ( )

p M
P

M M

 

   




  
,   11 2 1 1

11

1 1 2 2

(1 ) ( )

( ) ( )

p M
P

M M

 

   

 


  
, 

11 1 2 2

11

1 1 2 2

(1 ) ( )

( ) ( )

p M
P

M M

 

   

 


  
, 11 1 2

11

2 1 1

(1 )

( )

p M
P

M M



  




 
, 11 1 1

11

2 1 1

( )

( )

M
P

M M

 

  




 
, 

01 1 2

11

2 1 1( )

p M
P

M M



  


 
, 11 2 1

11

1 2 2

(1 )

( )

p M
P

M M



  




 
, 11 2 2

11

1 2 2

( )

( )

M
P

M M

 

  




 
, 

10 2 1

11

1 2 2( )

p M
P

M M



  


 
, 

 
11 1

10

1 2 2[ ]

M
P

M М



   


 
, 

 
 
2 210

10

1 2 2

[ ]

[ ]

М
P

M М

 

  








 
, 
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 
11 2

01

2 1 1[ ]

M
P

M М



   


 
,    

 
 

1 101

01

2 1 1

[ ]

[ ]

М
P

M М

 

  








 
, 

 
 

2 1 100

01

2 2 1 1

[ ]

( ) [ ]

p М
P

M М

 

   








  
,  

 
11 2 2

01

2 2 1 1

( )

( ) [ ]

M
P

M М

 

    




  
, 

 
 

2 1 101

01

2 2 1 1

(1 ) [ ]

( ) [ ]

p М
P

M М

 

   





 


  
,  

 
 

1 2 200

10

1 1 2 2

[ ]

( ) [ ]

p М
P

M М

 

   








  
, 

 
11 1 1

10

1 1 2 2

( )

( ) [ ]

M
P

M М

 

    




  
,  

 
 

1 2 210

10

1 1 2 2

(1 ) [ ]

( ) [ ]

p М
P

M М

 

   





 


  
,    (4.4) 

где [ ]i i    – СВ с распределением 0

( ) ( )

{[ ] }
( )

i i

i i

i i

r z G t z dz

P t
P

 
 







  



,    – знак 

минимума, ( ) 1 ( )i iG t G t  , 
0

( ) ( ) ( )i i i i ip P G t r t dt 


    , 
0

( ) ( ) ( )i i i iM G t R t dt 


   , 

0

( ) ( )

([ ] )
( )

i i

i i

i i

G t R t dt

М
P

 
 



 



.  

Используя формулу (2.30), найдем средние времена пребывания в 

состояниях укрупненной модели: 

   
   

1 1 2 2

00

1 1 2 2

[ ] [ ]

[ ] [ ]

М М
m

М М

   

   

 

 

 


  
,   1 2

11

1 2

M M
m

M M

 

 



,  

1 1 2 2

11

1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

M M
m

M M

   

   

 


  
,    2 1 1

11

2 1 1

( )

( )

M M
m

M M

  

  




 
, 

1 2 2

11

1 2 2

( )

( )

M M
m

M M

  

  




 
,     

 
 

1 2 2

10

1 2 2

[ ]

[ ]

M М
m

M М

  

  








 
,  
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 
 

2 1 1

01

2 1 1

[ ]

[ ]

M М
m

M М

  

  








 
,    

 
 

2 2 1 1

01

2 2 1 1

( ) [ ]

( ) [ ]

M М
m

M М

   

   





 


  
, 

 
 

1 1 2 2

10

1 1 2 2

( ) [ ]

( ) [ ]

M М
m

M М

   

   





 


  
.    (4.5) 

Отметим, что формулы (4.4) – (4.5) инвариантны относительно законов 

распределения СВ 1 , 2 . 

Ниже укрупненная полумарковская модель используется для построения 

скрытой марковской модели. 

 

4.1.2. Скрытая марковская модель на основе укрупнѐнной 

полумарковской модели 

 

Пусть 1 2
n

X n { , , , ...}  – ВЦМ укрупнѐнной модели, вероятности переходов 

которой определяются формулами (4.4). 

Предположим, что при функционировании системы S состояния ВЦМ 

укрупненной модели не наблюдаются (скрытые состояния), а наблюдается только 

количество работоспособных компонентов системы в момент перехода системы в 

новое состояние.  

Следовательно, множество сигналов имеет вид: 

J = {0, 1, 2}. 

Рассмотрим связь между состояниями ВЦМ укрупненной системы и 

сигналами, т.е. определим функцию R s( | )x  [128]: 

)
n n

R s P S s X  ( | ) ( | ,x x  E ˆ ,x  s J ,  1
s J

R s


 ( | ) ,x   (4.6) 

где n
S  – n-ый сигнал.  

Функция R s( | )x  связи состояний ВЦМ укрупненной модели с сигналами 

представлена в таблице 4.1. 
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Таблица 4.1  

Функция связи R s( | )x  состояний ВЦМ укрупненной модели с сигналами 

      Состояние, x 

Сигнал, s  
00

 

11
 

11
 

11
 

11
 

10
 

01
 

01
 

10
 

s=0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

s=1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 

s=2 0 1 1 1 1 0 0 0 0 

 

4.1.3. Решение задач теории скрытых марковских моделей 

 

Следуя [127, 128], рассмотрим основные задачи теории скрытых 

марковских моделей, применительно к построенной скрытой марковской модели. 

Пусть 
1 2

n

n
S S S S ( , , ..., )  – случайный вектор первых n сигналов. Для 

заданного вектора сигналов 
1 2n n

s s s s ( , , ..., )  пусть 
1 2k k

s s s s ( , , ..., ),  k n . 

Требуется оценить характеристики ВЦМ укрупненной (скрытой) модели на 

основе вектора сигналов 
n

s . Предполагается, что в начальный момент времени 

модель находится в состоянии 11. 

Введем функции k
F i( )  [128]: 

1 2k

k k k
F i P S s X i k n    ( ) ( , ), , , ..., ,     (4.7) 

которые называются прямыми переменными [128, 127]. Для этих функций 

справедлива следующая рекуррентная формула [128]: 

1

i

k k k j

j

F i R s i F j P


 ( ) ( | ) ( ) ,   
1 1 i

F i R s i p( ) ( | ) ,    (4.8) 

где i

j
P  – вероятности перехода ВЦМ укрупнѐнной модели, определѐнные 

формулами (4.4),  ip  – распределение начального состояния ВЦМ. 

Используя формулу (4.8), найдѐм три первые функции 
k

F i( ) : 
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1

1

0, 11,
( )

( |11), 11,

i
F i

R s i

 
 

 

       11

2 2 1 11

11

2 1 11

0, 11, 11,

( ) ( |11) ( |11) , 11,

( | 11) ( |11) , 11,

i i

F i R s R s P i

R s R s P i

   


  


 

 

11 11 11 11

3 2 1 11 2 1 1111 11

11 10

3 2 1 11 11

11 01

3 3 2 1 11 11

11 11

3 2 1 11 11

( |11) ( |11) ( |11) ( | 11) ( |11) 11,

( |10) ( |11) ( |11) , 10,

( ) ( | 01) ( | 11) ( |11) , 01,

( | 11) ( |11) ( |11)

R s R s R s P P R s R s P P i

R s R s R s P P i

F i R s R s R s P P i

R s R s R s P P

     

 

  

11 11

2 1 11 11
( | 11) ( |11) 11,

0, для остальных состояний.

R s R s P P i








      




 

Функции 4 5( ), ( ),...F i F i  находятся аналогично, используя рекуррентную 

формулу (4.8).  

Другими функциями, используемыми при нахождении оценок 

характеристик скрытой модели, являются функции ( )kB i , которые называются 

обратными переменными [128, 127]:  

1 1( ) ( ,..., | ), 1, 1,k k k n n kB i P S s S s X i k n         

для которых имеет место рекуррентная формула [128]: 

1 1( ) ( | ) ( ) ,jk k k i

j

B i R s j B j P   
1( ) ( | ).j

n i n

j

B i P R s j    (4.9) 

Для вероятности  n

nP S s  справедливы формулы [127]: 

  1 1( ) ( | ) ( ) ,n

n n i

i i

P S s F i R s i B i p        (4.10) 

а также [128] 

( ) ( ) ( ),n

n k k

i

P S s F i B i        (4.11) 

при любом фиксированном k. 

В качестве примера оценок характеристик скрытой укрупненной модели 

рассмотрим систему S, у которой средние времена безотказной работы 

компонентов 1K  и 2K  соответственно равны М1 = 8,33 ч., М2 = 6,25 ч.; СВ 1, 
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2 имеют распределение Эрланга 5-го порядка, М1 = 0,71 ч., М2 = 0,83 ч. 

Компонент 
iK  имеет неслучайный резерв времени, равный ih  (т.е. ( ) 1( )i iR t t h  ), 

h1=0,5 ч., h2=0,4 ч. 

Пусть задан вектор сигналов (2, 2, 1, 1, 0, 1, 1) (n=7). Рассмотрим 

следующие задачи по оценке характеристик скрытой модели. 

1. Определим вероятности состояний скрытой модели в момент испускания 

7-го сигнала. Воспользуемся формулой [128]: 

 
( )

| .
( )

n n
n n

n

j

F i
P X i S s

F j
  


      (4.12) 

Тогда на 7-м  шаге модель находилась в состоянии 0 1  с вероятностью 

0,3991 и в состоянии 10  с вероятность 0,6009. Для остальных состояний эта 

вероятность равна нулю. 

2. Найдѐм вероятности, с которыми скрытая модель осуществит переход в 

состояния на следующем шаге. Для этого воспользуемся формулой [128]: 

1( | ) ( | ) ,j

n n n n i

i

P X j s P X i s P         (4.13) 

при этом используется формула (4.11). 

Получаем следующие вероятности перехода скрытой модели на 8-м шаге: 

в состояние 00 с вероятностью 0,3924; в состояние 11  –  0; в состояние 11  – 0; в 

состояние 11  –   0,2928; в состояние 11  –  0,2123; в состояние 10 –  0,0846; в 

состояние 01 –  0,0179; в состояние 0 1  –   0; 10  –   0. 

3. Определим вероятности появления сигналов на следующем шаге, 

применим формулу [128]: 

 1 1 1 1( | ) ( | ) | ,n n n n n n

i

P S s s P X i s R s i         (4.14) 

при этом используется формула (4.13). 
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Получаем, что вероятность появления сигнала 2 на 8-м шаге равна 0,5050; 

сигнала 1 – 0,1025; сигнала 0 – 0,3925. 

4.Найдем вероятность появления (испускания) заданного вектора сигналов. 

Для этого можно использовать формулы (4.11) – (4.12). 

Вероятность появления заданного вектора сигналов (2, 2, 1, 1, 0, 1, 1) равна 

0,0009. 

В Таблице 4.2 представлена вероятность появления заданного вектора 

сигналов в зависимости от величины резерва времени. 

Таблица 4.2 

Вероятность появления заданного вектора сигналов при различном резерве 

времени 

h1 h2 
n

n
P S s( )  

0 0 0,0092 

0 0,7 0,0022 

0,1 0,4 0,0032 

0,1 0,6 0,0020 

0,2 0,2 0,0039 

0,3 0,2 0,0030 

0,3 0,5 0,0013 

0,4 0,4 0,0012 

0,5 0,2 0,0017 

0,5 0,4 0,0009 

0,6 0,6 0,0003 

0,7 0 0,0017 

0,7 0,8 0,0001 

 

Из Таблицы 4.2 видно, что при увеличении резерва времени вероятность 

появления заданного вектора сигналов уменьшается, что объясняется тем, что 

вектор сигналов содержит сигнал 0 (оба элемента находятся в отказе).  

5. Прогнозирование состояний скрытой модели по заданному вектору 

сигналов. 
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На основании заданного вектора сигналов (2, 2, 1, 1, 0, 1, 1) необходимо 

найти наиболее вероятные состояния скрытой модели на первых 7-и переходах 

модели. Для решения этой задачи используется формула [128]:  

 
( ) ( )

| .
( ) ( )

k k k
k k

k k

j

F i B i
P X i S s

F j B j
  


     (4.15) 

Таким образом, необходимо найти i, которое максимизирует выражение 

( ) ( )k kF i B i . 

В Таблице 4.3 указаны наиболее вероятные состояния скрытой модели на 

каждом переходе и вероятности этих состояний. 

Таблица 4.3 

Наиболее вероятные состояния скрытой модели на переходах 

Номер перехода 1 2 3 4 5 6 7 

Наиболее вероятное 

состояние 
11 11  10 10  00 10 10  

Вероятность состояния 1 0,6139 0,6139 0,6139 1 0,6009 0,6009 

 

Для нахождения наиболее вероятной цепочки состояний использовался 

алгоритм Витерби [137, 128, 127, 97]. Использование этого алгоритма показывает, 

что наиболее вероятной является цепочка состояний (11, 11 , 10, 10 , 00, 10, 10 ). 

На Рисунке 4.1 изображена решетчатая диаграмма функционирования 

укрупнѐнной модели, на которой для простоты используется следующая 

перекодировка состояний модели: 00 1 , 11 2 , 11 3 , 11 4 , 1 1 5 , 

10 6 , 01 7 , 01 8 , 10 9 . Жирной линией выделена наиболее 

вероятная цепочка состояний. 
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Рисунок 4.1 – Решетчатая диаграмма 

 

Используя алгоритм Баума-Велша [68, 127, 97], можно подобрать 

параметры скрытой модели (провести обучение), чтобы она наиболее точно 

соответствовала заданному вектору сигналов. 

 

4.2.  Скрытая модель системы с групповым мгновенно пополняемым 

резервом времени 

 

В монографии [15] построена полумарковская модель системы с групповым 

мгновенно пополняемым резервом времени. В данном параграфе сначала 

строится укрупнѐнная полумарковская модель этой системы (для случая N=2), 

используя алгоритм стационарного фазового укрупнения [20, 101]. На основе 

укрупнѐнной модели строится скрытая марковская модель (СММ) 

двухкомпонентной системы с групповым мгновенно пополняемым резервом 

времени. Построенная СММ используется для оценки характеристик и 



106 

прогнозирования состояний укрупнѐнной модели на основе полученного вектора 

сигналов.  

 

4.2.1. Построение укрупнѐнной полумарковской модели 

 

Опишем, следуя [15, 118], полумарковскую модель системы с групповым 

мгновенно пополняемым резервом времени. Рассмотрим систему S (случай 

2N  ), состоящую из элементов iK , времена безотказной работы которых 

случайные величины (СВ) i  с функциями распределения (ФР) ( )iF t , а времена 

восстановления элементов – СВ i  с ФР ( )iG t , 1,2i  . СВ i , i , 

предполагаются независимыми в совокупности, имеющими конечные 

математические ожидания; ФР ( )iF t  и ( )iG t , имеющими конечные плотности 

( )if t  и ( )ig t . Система становится неисправной, если отказали 2p N   

элементов системы (параллельное соединение) Отказ системы S наступает тогда, 

когда неисправность длится время, большее чем 0h   (h – величина группового 

мгновенно пополняемого резерва времени) и продолжается до восстановления 

одного из отказавших элементов; при этом резерв времени становится равным h . 

Для построения полумарковской модели системы S в монографии [15] 

используется полумарковский процесс ( )t  с дискретно-непрерывным фазовым 

пространством состояний Е [18, 20, 15, 113]: 




2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

1110 , 211 0,1010 , 201 0,1100 ,

       210 0,1000 , 200 0,1000 , 200 0 ,

E x х х х х

х х х х х


      (4.16) 

где kх  указывает время до очередного отказа или восстановления элемента с 

номером k. 

Рассмотрим содержательный смысл кодов состояний: 

 21110x  – элемент 1K  восстановился, 2K  продолжает работу, 2 0x   – 

время до отказа элемента 2K ; 
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 1211 0х  – элемент 2K  восстановился, 1K  продолжает работу, 1 0x   – 

время до отказа элемента 1K ; 

 21010х  – элемент 1K  отказал, 2K  продолжает работу, 2 0x   – время до 

отказа элемента 2K ; 

 1201 0х  – элемент 2K  восстановился и начал работать, 1K  продолжает 

восстановление, 1 0x   – время до восстановления элемента 1K ; 

 21100х  – элемент 1K  восстановился и начал работать, 2K  продолжает 

восстановление, 2 0x   – время до восстановления элемента 2K ; 

 1210 0х  – элемент 2K  отказал, 1K  продолжает работу, 1 0x   – время 

до отказа элемента 1K ; 

 21000х  – элемент 1K  отказал, 2K  восстанавливается, система 

функционирует за счет резерва времени, 2 0x   – время до восстановления 

элемента 2K ; 

 1200 0х  – элемент 2K  отказал, 1K  восстанавливается, система 

функционирует за счет резерва времени, 1 0x   – время до восстановления 

элемента 1K ; 

 21000х  – время восстановление элементов 1K  и 2K  превысило 

величину резерва времени h , система в отказе, 2 0x   – время до восстановления 

элемента 2K ; 

 1200 0х  – время восстановление элементов 1K  и 2K  превысило 

величину резерва времени h , система в отказе, 1 0x   – время до восстановления 

элемента 1K . 

Временная диаграмма функционирования системы S изображена на Рисунке 

4.2. На временной диаграмме ломаной линией показан отказ элементов, а жирной 

линией – функционирование элементов системы за счет резерва времени. 
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hx 1 1x


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Рисунок 4.2 – Временная диаграмма функционирования системы 

В монографии [15] показано, что стационарное распределение ВЦМ 

полумарковского процесса ( )t  имеет следующий вид: 

       

       

   

2 2 0 2 2 1 1 0 1 1

2 2 0 2 2 1 1 0 1 1

2 0 1 2 2 1 0 2 1 1

1110 1010 ( ), 211 0 210 0 ( ),

1100 1000 ( ), 201 0 200 0 ( ),

1000 ( ) ( ), 200 0 ( ) ( ),

x x F x x x F x

x x G x x x G x

x G h G x x G h G x

     

     

   

    

    

    

 (4.17) 

где постоянная 0  находится из условия нормировки. 

С целью упрощения модели системы S, построим укрупнѐнную 

полумарковскую модель системы, используя алгоритм стационарного фазового 

укрупнения, предложенный в [20, 101]. Для построения укрупненной 

полумарковской модели необходимо [18, 101]: определить укрупненное фазовое 

пространство состояний Ê , в соответствии с исходным; вычислить вероятности 

перехода между состояниями, входящими в Ê , и средние времена пребывания в 

этих состояниях.  

Отметим, что укрупненная полумарковская модель приближенно описывает 

поведение исходной системы в установившемся режиме. Для систем с быстрым 

восстановлением (время безотказной работы значительно (в 10 и более раз) 

больше времени восстановления элементов) потеря точности составляет менее 2-3 

%. 

Фазовое пространство состояний Е исходной модели расщепим на N=5 

классов: 
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     

   
11 2 1 10 2 1 01 2 1

00 2 1 2 100

1110 ,211 0 , 1100 ,210 0 , 1010 ,201 0 ,

1000 ,200 0 , 1000 ,200 0 ,

E x x E x x E x x

E x x E x x

     

  
 (4.18) 

каждый из которых «склеивается» в одно состояние укрупнѐнной модели.  

Фазовое пространство состояний Ê  укрупнѐнной модели имеет вид: 

 ˆ {11,10, 1, 0, 0}.E             (4.19) 

Физический смысл состояний укрупнѐнной модели следующий: 

 11 – оба элемента функционируют; 

 01 – элемент 1K  восстанавливается, 2K  функционирует; 

 10 – элемент 1K  функционирует, 2K  восстанавливается; 

 00 – оба элемента восстанавливаются; 

 00  – отказ системы. 

Граф переходов укрупненной системы представлен на Рисунке 4.3. 

11E

10E 01E

00E

00
E

 

Рисунок 4.3 – Граф переходов укрупненной системы 

Отметим, что фазовое пространство полумарковских состояний получается 

добавление к кодам физических состояний совокупности непрерывных 

компонент, фиксирующих остаточные времена действия факторов, изменяющих 

состояния системы. Эти непрерывные компоненты и желательно укрупнять, 

оставляя только дискретное множество физических состояний. Разбивать фазовое 

пространство состояний Е исходной модели на классы можно различными 
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способами, используя основную идею: в классы объединяются однотипные 

состояния по определенному признаку, общему для них всех. 

Определим вероятности перехода ˆ r

kp  ВЦМ и средние времена пребывания в 

состояниях ˆ
km  укрупнѐнной модели, которые согласно [20, 18] находятся по 

формулам (2.30). 

Используя формулы (2.30), (4.16) и полумарковскую модель системы S, 

приведенную в [15], найдем вероятности перехода ВЦМ укрупненной модели, 

которые будут использованы при построении скрытой марковской модели:  
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,   (4.20) 

остальные ˆ 0r

kp  . 

Используя формулы (2.30), (4.16) и полумарковскую модель системы S, 

приведенную в [15], средние времена пребывания в состояниях укрупненной 

модели:  
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Зная Ê , ˆ r

kp , ˆ
km  укрупненная модель построена. Отметим, что укрупненная 

модель также является полумарковской. Средние времена пребывания в 

состояниях укрупненной модели не будут учитываться в дальнейшем для 

построения СММ. 

 

4.2.2. Скрытая марковская модель на основе укрупнѐнной 

полумарковской модели 

  

Для полного описания СММ [127, 97, 93] необходимо определить: 

1. Множество состояний модели.  

В нашем случае, множество состояний модели соответствует множеству 

(4.19) состояний укрупненной модели. 

2. Алфавит наблюдаемой последовательности (множество сигналов).  

Предположим, что при функционировании системы S состояния ВЦМ 

укрупненной модели не наблюдаются (скрытые состояния), а наблюдаются 

только количество работоспособных элементов во время смены состояний ВЦМ. 

Введѐм следующее множество сигналов: 

 {0, , },J          (4.21) 

где 

 0 – оба элемента восстанавливаются; 

 1 –  работоспособен один элемент; 

 2 – оба элемента работоспособны. 
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Множество сигналов можно выбирать по-разному. Множество сигналов J 

(4.21) выбрано в таком виде, т.к. «точную» информацию о количестве 

работоспособных элементов можно получить практически для любой системы. 

Оно соответствует физическому описанию состояний модели, учитывая 

количество работоспособных элементов системы. 

3. Матрицу переходных вероятностей между состояниями системы.  

Пусть 1 2
n

X n { , , , ...}  – ВЦМ укрупнѐнной модели, вероятности переходов 

которой определяются формулами (4.20). Для нашей модели матрица переходных 

вероятностей состоит из переходных вероятностей (4.20) укрупненной 

полумарковской модели. 

4. Связь состояний модели с сигналами. 

Рассмотрим связь между состояниями ВЦМ укрупненной модели и 

сигналами, т.е. определим функцию связи R s( | )x  [127, 128]: 

 )
n n

R s P S s X  ( | ) ( |x x ,  E ˆx ,  s J ,  1
s J

R s


 ( | )x ,    (4.22) 

где n
S  – n-ый сигнал.  

Функция R s( | )x  связи состояний ВЦМ укрупненной модели с сигналами 

представлена в Таблице 4.4. 

Таблица 4.4 

Функция связи R s( | )x  состояний ВЦМ укрупненной модели с сигналами 

                  Сигнал, s  

Состояние, x 
s=0 s=1 s=2 

11 0 0 1 

10 0 1 0 

01 0 1 0 

00 1 0 0 

0  1 0 0 
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5. Начальное распределение вероятностей модели. 

Будем считать, что в начальный момент времени укрупненная модель 

находится в состоянии 11. Следовательно, СММ в начальный момент времени с 

вероятностью 1 находится в состоянии 11, с нулевой вероятностью в остальных 

состояниях. 

СММ на основе укрупненной полумарковской модели построена. 

 

4.2.3. Анализ характеристик и прогнозирование состояний 

укрупненной полумарковской модели 

 

Следуя [128, 127], перейдем к анализу характеристик укрупненной 

полумарковской модели  на основе построенной СММ. 

Пусть 
1 2

n

n
S S S S ( , , ..., )  – случайный вектор первых n сигналов. Для 

полученного вектора сигналов 
1 2n n

s s s s ( , , ..., )  пусть 
1 2k k

s s s s ( , , ..., ) , k n . 

Требуется оценить характеристики ВЦМ укрупненной (скрытой) модели на 

основе полученного вектора сигналов 
n

s . Предполагается, что в начальный 

момент времени модель находится в состоянии 11. 

Введѐм функции 
k

F i( )  (прямые переменные) [128, 127]: 

 1 2k

k k k
F i P S s X i k n    ( ) ( , ), , , ...,  .      (4.23) 

Для этих функций справедлива следующая рекуррентная формула [128, 

127]: 

 1

i

k k k j

j

F i R s i F j P


 ( ) ( | ) ( ) , 
1 1 i

F i R s i p( ) ( | )  ,    (4.24) 

где i

j
P  – вероятности перехода ВЦМ укрупнѐнной модели, определѐнные 

формулами (4.20),  ip  – распределение начального состояния ВЦМ. 

Рассмотрим также функции ( )kB i  (обратные переменные) [128, 127]:  

1 1( ) ( ,..., | ), 1, 1,k k k n n kB i P S s S s X i k n         
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для которых справедлива рекуррентная формула [128, 127]: 

1 1( ) ( | ) ( ) ,jk k k i

j

B i R s j B j P    
1( ) ( | ).j

n i n

j

B i P R s j   

Функции 
k

F i( ) , ( )kB i  играют важную роль при использовании скрытых 

марковских моделей для анализа функционирования систем. 

Перейдем к анализу динамики укрупненной полумарковской модели, на 

основе построенной СММ. 

Рассмотрим систему S, для которой перед началом еѐ функционирования 

принято, что СВ 
1 2 1 2

   , , ,  имеют распределение Эрланга IV порядка и 

1
28 57M  , ч., 

2
25M  ч., 

1
2M   ч., 

2
1 6M  , ч. Групповой мгновенно 

пополняемый резерв времени 1 5h  ,  часа. 

Предположим, что в результате функционирования системы S получен 

следующий вектор сигналов: 

 7
2 1 0 1 2 1 0s       , , , , , , , n=7. 

Рассмотрим задачи по оценке характеристик скрытой марковской модели с 

учетом введѐнных параметров. 

1. Определим вероятности состояний скрытой модели в момент испускания 

7-го сигнала. Воспользуемся формулой [128, 127]: 

  
( )

| .
( )

n n
n n

n

j

F i
P X i S s

F j
  


       (4.25) 

В результате получаем, что на 7-ом шаге укрупнѐнная модель с 

вероятностью 1 находилась в состоянии 00. Для состояний 11, 10, 01, 00  эта 

вероятность равна нулю. 

2. Найдѐм вероятности, с которыми скрытая модель осуществит переход в 

состояния на следующем 8-ом шаге. Для этого используем формулу [128, 127]: 

 1( | ) ( | ) ,j

n n n n i

i

P X j s P X i s P         (4.26) 
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Получаем следующие вероятности перехода скрытой модели на 8-ом шаге: 

в состояние 10 с вероятностью 0,3369, 01 – 0,5100, 00  – 0,1531; во все остальные 

– с нулевой вероятностью.  

3. Определим вероятности появления сигналов на следующем 8-ом шаге, 

применим формулу [128]:  

   1 1 1 1( | ) ( | ) | ,n n n n n n

i

P S s s P X i s R s i          (4.27) 

при этом используется формула (4.26). 

Получаем следующие вероятности появления сигналов на 8-м шаге: сигнал 

1 с вероятностью 0,8469, 0 – 0,1531, 2 – 0. 

4. Найдем вероятность появления (испускания) полученного вектора 

сигналов 
7

s . 

Для этого можно использовать формулы [128, 127]: 

    1 1( ) ( | ) ( ) ,n

n n i

i i

P S s F i R s i B i p          (4.28) 

а также 

   ( ) ( ),n

n k k

i

P S s F i B i         (4.29)  

при любом фиксированном k. 

Вероятность появления полученного вектора сигналов 
7

s  равна 0,0031. 

5. Прогнозирование состояний скрытой модели по полученному вектору 

сигналов. 

На основании полученного вектора сигналов 
7

s  необходимо найти наиболее 

вероятные состояния скрытой модели на переходах. Для решения этой задачи 

используется формула [128, 127]:  

  
( ) ( )

| .
( ) ( )

k k k
k k

k k

j

F i B i
P X i S s

F j B j
  


      (4.30) 

Таким образом, необходимо найти i, которое максимизирует выражение 

( ) ( )k kF i B i . 
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В Таблице 4.5 указаны наиболее вероятные состояния скрытой модели на 

указанных в ней переходах и вероятности этих состояний. 

Покажем влияние величины группового мгновенно пополняемого резерва 

времени на вероятность появления полученного вектора сигналов 

 7
2 1 0 1 2 1 0s       , , , , , , . Результаты представлены в Таблице 4.6. 

Таблица 4.5 

Наиболее вероятные состояния скрытой модели на переходах 

Номер перехода 1 2 3 4 5 6 7 

Наиболее вероятное 

состояние 
11 01 00 01 11 01 00 

Вероятность состояния 1,000 0,550 1,000 0,597 1,000 0,550 1,000 

Таблица 4.6 

Вероятность появления 
7

s  при различных значениях резерва времени 

 h=1,5 часа h=1,1 часа h=0,7 часа h=0,3 часа 

 n

nP S s  0,0031 0,0025 0,0016 0,0006 

 

Из Таблицы 4.6 видно, что при уменьшении величины резерва времени, 

вероятность появления вектора сигналов 
7

s  уменьшается. Это объясняется тем, 

что при уменьшении резерва времени увеличивается вероятность отказа системы, 

а т.к. полученный вектор сигналов не содержит отказа (двух последовательных 

нулей), то, следовательно, вероятность такой цепочки уменьшается.  

Используя алгоритм Баума-Велша [68, 127, 97] можно уточнить начальные 

параметры модели, чтоб они наиболее точно согласовывались с полученным 

вектором сигналов.  

Применяя этот алгоритм, получаем уточненную матрицу переходных 

вероятностей для рассматриваемой системы. На Рисунке 4.4 представлены: а) 
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исходная матрица переходных вероятностей 
j

iP , б) уточненная матрица 

переходных вероятностей 
j

iP . 

0 0,5333 0,4667 0 0

0,9470 0 0 0,0530 0

0,9260 0 0 0,0740 0

0 0,3369 0,5100 0 0,1531

0 0,4221 0,5779 0 0

j

iP

 
 
 
 
 
 
 
 

 

а) 

0 0,4500 0,5500 0 0

0,3094 0 0 0,6906 0

0,3517 0 0 0,6483 0

0 0,4032 0,5968 0 0

0 0 0 0 0

j

iP

 
 
 
 
 
 
 
 

 

б) 

Рисунок 4.4 – Матрицы переходных вероятностей 

 

Применяя алгоритм Витерби [137, 128, 127, 97] к уточненной модели, 

определяем наиболее вероятную цепочку состояний для полученного вектора 

сигналов: 11, 10, 00, 01, 11, 10, 00. 

Расчеты для вектора сигналов 30
s  приведены в Приложении Ж. Программа 

в Maple для решения задач теории СММ представлена в Приложении З. 

 

Выводы по Главе 4 

 

1. В данной главе рассмотрена методика построения СММ на основе 

укрупненной полумарковской модели.  

2. Построены СММ двухкомпонентной системы с поэлементным 

резервом времени и СММ двухкомпонентной системы с групповым мгновенно 

пополняемым резервом времени. Полученные СММ использовались для оценки 
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характеристик рассматриваемых систем и прогнозирования их состояний на 

основе полученного вектора сигналов.  

3. Вероятность появления полученного вектора сигналов определена с 

помощью алгоритма прямого-обратного хода. Показано влияние величины 

резерва времени на вероятность появления полученного вектора сигналов. 

4. Алгоритм Витерби использовался для поиска наиболее вероятной 

последовательности состояний, соответствующей заданной вектору сигналов. 

СММ обучалась с использованием алгоритма Баума-Велша. 

5. Результаты данной главы позволяют применение рассмотренной 

методики построения СММ к анализу функционирования систем различного 

назначения, для которых построены полумарковские модели. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В диссертационной работе решена задача разработки и развития методов 

математического моделирования систем различного назначения с резервом 

времени и их моделей на основе полумарковских и скрытых марковских моделей. 

Результаты работы являются новыми, имеют теоретическую и практическую 

ценность и позволяют анализировать влияние величины РВ на стационарные 

характеристики надежности и эффективности системы, что, в свою очередь, 

позволяет решать оптимизационные задачи, связанные с распределением величин 

РВ. 

Основные научные результаты работы и выводы заключаются в 

следующем: 

1. Разработаны полумарковские модели двух- и многокомпонентных 

систем с поэлементным мгновенно пополняемым резервом времени. Их 

существенной особенностью является то, что случайные величины времени 

безотказной работы, времени восстановления и резерва времени имеют функции 

распределения общего вида. 

2. Получены расчетные аналитические и приближенные формулы для 

нахождения стационарных характеристик надежности и эффективности 

рассматриваемых систем, на примере которых показано, что асимптотический и 

стационарный алгоритмы фазового укрупнения могут быть эффективно 

использованы для анализа систем с резервом времени.  

3. Решена задача анализа надежности и эффективности нефтепровода с 

поэлементными резервуарными парками, результаты которой при должной 

технологической переформулировке можно использовать для анализа надежности 

и эффективности системы газопровода с подземными хранилищами газа, системы 

водоснабжения с резервуарами на каждом участке, информационной системы с 

поэлементными хранилищами данных, систем электроэнергетики с 

поэлементными накопителями энергии. 
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4. Разработаны полумарковские модели и получены формулы для 

расчета производительности ТЯ при наличии резерва времени. Проведен анализ 

влияния резерва времени на производительность ТЯ. 

5. Предложена методика построения СММ для систем, допускающих 

построение полумарковской модели. Используя эту методику, построены СММ 

на основе укрупненной полумарковской модели с поэлементным и групповым 

мгновенно пополняемым резервом времени. 

6. Решены задачи определения характеристик и прогнозирования 

состояний скрытой модели на основе полученного вектора сигналов. 

7. Полученные в ходе исследования результаты (при отсутствии резерва 

времени) согласуются с результатами, полученными для рассматриваемых систем 

без резерва времени. 

8. Полученные результаты позволяют рассчитывать стационарные 

характеристики надежности и эффективности систем различного назначения с 

учетом резерва времени, решать оптимизационные задачи распределения резерва 

времени между элементами системы.  

9. Разработанные полумарковские и скрытые марковские модели могут 

быть использованы для создания на их основе алгоритмов и информационных 

систем поддержки принятия решений при проектировании и эксплуатации систем 

различного назначения. 

10. Разработанные скрытые марковские модели систем позволяют 

прогнозировать состояния системы на основе полученного вектора сигналов, 

находить наиболее вероятные последовательности состояний по сигналам. 
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СПИСОК УСЛОВНЫХ СОКРАЩЕНИЙ 

 

АФУ – алгоритм фазового укрупнения 

ВБР – время безотказной работы 

ВВ – время восстановления 

ВЦМ – вложенная цепь Маркова 

ПМ – полумарковский(ая) 

ПМВ – процесс марковского восстановления 

ПМП – полумарковский процесс 

ПР – плотность распределения 

РВ – резерв времени 

СВ – случайная величина 

СММ(HMM) – скрытая марковская модель 

СПММ – скрытая полумарковская модель 

ТЯ – технологическая ячейка 

ФПС – фазовое пространство состояний 

ФР – функция распределения 
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СПИСОК УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

 

Е – измеримое ФПС 

Е+, Е- – множество работоспособных и отказовых состояний системы 

соответственно 

Е
0
 – множество эргодических состояний системы 

Р(А) – вероятность случайного события А 

Е1 / Е2 – разность множеств 

М  – математическое ожидание СВ   

Т+, Т- – средние стационарные времена наработки на отказ и 

восстановления (соответственно) системы 

КГ – стационарный коэффициент готовности системы 

S – средняя удельная прибыль в единицу календарного времени 

С – средние удельные затраты в единицу времени исправного 

функционирования 

   – 














,

;,
),min(  

[ ]x   – 
остаточное время действия СВ α, при условии, что время  

действия СВ α превысило время х.  
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Приложение А.  

Краткие сведения из теории полумарковских процессов с общим 

фазовым пространством состояний 

 

Приведем определения и положения теории ПМ процессов с общим 

фазовым пространством состояний, которые будут использованы в работе [18, 20, 

101]. 

Определение. Полумарковским ядром (ПМ – ядром) в измеримом 

пространстве  BE,  называется функция ),,,( BxtQ  удовлетворяющая условиям:   

1) ),,( BxtQ  – неубывающие, непрерывные справа функции по 

,,0),,0(,0 ExBxQt   ;B  

2) ),,( BxtQ  при фиксированном 0t  является полустохастическим ядром: 

;1),,( BxtQ  

3) ),,( BxQ   является стохастическим ядром по ,, Bx  т.е. .1),,(  ExQ  

Для задания полумарковских процессов используются процессы 

марковского восстановления. 

Определение. Процессом марковского восстановления (ПВМ) называется 

двухмерная цепь Маркова   0;, n
nn

  со значениями в  ,,0 E  вероятности 

перехода которой определяются равенством: 

  ),,,(/,
11

BxtQxtBP
nnn




  

где ),,( BxtQ  – ПМ-ядро в  .,E  

Первая компонента   0; n
n

   ПМВ  0;, n
nn

  является цепью Маркова, 

переходные вероятности которой определяются через ПМ-ядро ),,( BxtQ  

равенством: 

  ),,,(/),(
1

BxQxBPBxP
nn




  
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она называется вложенной цепью Маркова (ВЦМ) ПМВ  0;, n
nn

 . СВ 

,0, n
n

  составляющие вторую компоненту ПМВ  0;, n
nn

 , определяют 

интервалы между моментами марковского восстановления :
n

  

.0,1
0

1




 n
n

k
kn

 

Рассмотрим считающий процесс  ,:sup)(:)( tntt
n
   процесс )(t  

считает число моментов марковского восстановления на отрезке  .,0 t  

Определение. Процесс 
)(

)(
t

t

   называется полумарковским процессом 

(ПМП), соответствующим ПМВ  0;, n
nn

 . 

Из определения следует, что ПМП является скачкообразным процессом, 

траектории которого непрерывны справа: ).()0( tt    

Другим способом задания ПМП является следующий: задаются 

1) стохастическое ядро 

  ;,,/),(
1




BExxBPBxP
nn
  

2) ФР времен пребывания на переходах ВЦМ  0;, n
n

  

 .,/)(),,(
11

yxtPtGyxtG
nnnxy



  

Тогда ПМ-ядро ),,( BxtQ  определяется по формуле 

.),(),,(),,( 
B

dyxPyxtGBxtQ  

Приведем определения и формулы для основных надежностных 

характеристик восстанавливаемых систем, описываемых ПМП. 

Пусть некоторая система S  описывается ПМП )(t  с фазовым 

пространством  .,X  Предположим, что множество состояний ПМП )(t  

представлено в виде: 

,,,0, 


EEEEEEE   
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где 


E  интерпретируется как множество работоспособных состояний системы ,S  

а 


E  – множество отказовых состояний системы. 

Определение. Стационарным коэффициентом готовности 
Г

K  системы S  

называется число, определяемое равенством 

 ,)0(/)(lim xEtPK
t

Г





  

в предположении, что предел существует и не зависит от начального состояния 

.Ex  

Часто используются следующие характеристики восстанавливаемых систем: 

а) наработка на отказ системы 


T  (среднее стационарное время безотказной 

работы системы), 

б) среднее стационарное время восстановления системы .


T  

Стационарное распределение )(  ВЦМ   0; n
n

  удовлетворяет 

интегральному уравнению  

 
E

BBxPdxB .),,()()(       (А.1) 

Известно [20], что если существует единственное стационарное 

распределение ВЦМ  0; n
n

  ПМП )(t , описывающего функционирование 

системы ,S  то при некоторых предположениях характеристики 


TTK
Г

,,  

находятся по формулам: 

,
)(),(

)()(














E

E

dxExP

dxxm

T




      (А.2) 

,
)(),(

)()(














E

E

dxExP

dxxm

T




      (А.3) 

,
)()(

)()(






E

E

Г
dxxm

dxxm

K




      (А.4) 
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где )(  – стационарное распределение ВЦМ  0; n
n

 , )(xm  – среднее время 

пребывания в состоянии .Ex  Отметим, что характеристики 


TTK
Г

,,  связаны 

соотношением: 

.







TT

T
K

Г
      (А.5) 

В работе также будет использоваться приближенный метод вычисления 

стационарных характеристик надежности систем, разработанный в [18]. 

Пусть функционирование реальной, исходной системы S  описывается 

ПМП )(t  с фазовым пространством  .,E , причем множество состояний X  

разбито на два подмножества 


E  и 


E  так, что .0, 


EEEEE   

Предположим, что ядро ВЦМ   0; n
n

   ПМП )(t  близко к ядру ВЦМ 

 0;)0( n
n

  опорной системы 
0

S  с единственным стационарным распределением 

)( . 

Тогда вместо формул (А.2) и (А.3) для приближенного вычисления 

стационарных характеристик реальной системы S  можно использовать 

следующие: 


























E

r

E

r

E

E

r

E

ExPdx

dyxPymdx

T
ExPdx

dxxm

T
),()(

),()()(

,
),()(

)()(

)(

)(

)( 







,  (А.6) 

где )(dx  стационарное распределение ВЦМ  0,)0( n
n

  опорной системы; 

)(xm  средние времена пребывания в состояниях исходной системы, 

),()( ExP r

 

вероятности переходов ВЦМ  0, n
n

  исходной системы из работоспособных 

состояний в отказовые по минимальной траектории; r – минимальное число 

шагов, за которые исходная система может перейти во множество отказовых 

состояний 


E  из состояний, принадлежащих 


E  и входящих в эргодический класс 

0
E  опорной системы.  

Одними из основных стационарных экономических показателей 

эффективности функционирования системы являются: S  – средний удельный 

доход, приходящийся на единицу календарного времени и C  – средние удельные 
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затраты, приходящиеся на единицу времени исправного функционирования 

системы. Эти показатели в рамках полумарковской модели определяются 

формулами [16, 15] 

,
)()(

)()()(






E

E

S

dxxm

dxxfxm

S




     (А.7) 

,
)()(

)()()(









E

E

C

dxxm

dxxfxm

C




     (А.8) 

где )(xf
S

 и )(xf
C

 – функции, определяющие соответственно доход и затраты в 

каждом состоянии. 
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Приложение Б. 

Решение системы интегральных уравнений (1.2) 

 

Запишем систему интегральных уравнений (1.2). 
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,)20()()()10()()()()20(

),10()11(

,)20()()()()10()()()10(

,)20()()()1(

dxxxxx

xGx

dyyxyfGdyyyxfdttftxfx

xx

dyyyxfGdyxyfydttftxfx

dyyG

x

x













 (Б.1) 

От системы (Б.1) перейдем к системе интегральных уравнений:  

0 2 1 1 2

0 0

0 1 2 1 2

0 0

10 10 20

20 10 20

x

x

x f x t f t dt y f y x dy G f x y y dy

x f x t f t dt f x y y dy G f y x y dy

    

    

  

  


     





     



  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

 (Б.2) 

Введем обозначения 1
10x x ( ) ( ) , 2

20x x ( ) ( ) . 

Получим: 

1 0 2 1 1 1 2 2

0 0

2 0 1 2 1 1 2 2

0 0

x

x

x f x t f t dt y f y x dy G f x y y dy

x f x t f t dt f x y y dy G f y x y dy

    

    

  

  


     





     



  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

   (Б.3) 

Введем операторы: 

1 1( ) ( ) ( ) ,f

x

A x f y x y dy 


       
2 2( ) ( ) ( ) ,f

x

A x f y x y dy 


       

1 1

0

( ) ( ) ( ) ,fA x f y x y dy 


       
2 2

0

( ) ( ) ( ) .fA x f y x y dy 


       
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Тогда система (Б.3) примет следующий вид: 

2 1 2

1 1 2

1 0 1 1 2

2 0 2 1 2

f f f

f f f

A f A G A

A f A G A

    

    

   


  

( ) ,

( ) .
     (Б.4) 

Из первого уравнения (Б.4) найдем 1
 : 

1 2 21 1 0 1 2f f f
A A f G A       ( ) , 

 
1 2 21 0 1 2f f f

I A A f G A      ( ) , 

   
1 2 1 2

1 1

1 0 1 2f f f f
I A A f G I A A   

 

   ( ) . 

 
1 1

1

1

n

f f

n

I A I A




   , тогда  

1 2 1 2

2 1 2 2 1 2

1 0 1 2

1 1

0 1 0 1 2 2

1 1

    

n n

f f f f

n n

n n

f f f f f f

n n

I A A f G I A A

A f A A f G A G A A

   

     

 

 

 

 

   
       

   

   

 

 

( )

( ) ( ) .

  (Б.5) 

Упростим слагаемые, входящие в (Б.5).  

1. 
20 1 0 2 1

0

f
A f f x y f y dy 



  ( ) ( ) . 

2. 
1 20 1 0 2 1 1

1 1 0 0

y

n n

f f

n n

A A f f x y dy f y t f t dt 
 

 

     
*( )

( ) ( ) ( )  

1

0 2 1 1

10 0

0 2 1

0 0

                     

                     

y

n

n

y

f

f x y dy f y t f t dt

f x y dy h y t f t dt





 





 
    

 

  

 

 

*( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

 

где 
1 1

1

n

f

n

h y t f y t




   *( )
( ) ( )  – n-кратная свертка f1. 

Сложим первое и второе слагаемые (Б.5): 



146 

1

1 1

0 2 1 0 2 1

0 0 0

0 2 1 1 0 2

0 0 0

y

f

y

f f

f x y f y dy f x y dy h y t f t dt

f x y dy f y h y t f t dt f x y h y dy

 

 

 

 

    

 
      

 

  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

 (Б.6) 

3. 
2 2 2 2

0

f
G A G f x y y dy   



 ( ) ( ) ( ) ( ) .  

4. 
1 2 12 2 2

1 0

n

f f f

n x

G A A G h y x dy f y t t dt   
 



     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

12 2

0

                             
f

x

G t dt h y x f y t dy 
 

   ( ) ( ) ( ) ( ) .  

Сложим третье и четвертое слагаемые (Б.5): 

1

1

1

2 2 2 2

0 0

2 2 2

0

2 2 2

0 0

f

x

f

x

f

G f x y y dy G t dt h y x f y t dy

y x y
G t dt f x t h y x f y t dy

y y x

G t dt f x t h y f y x t dy

   

 

 

  

 

 

    

   
       

  

 
     

 

  

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

  (Б.7) 

Введем функцию 
12 2 2

0

f
x t f x t h y f y x t dy



    ( , ) ( ) ( ) ( )  и оператор 

 2 2

0

( ) ( , ) ( ) .Г x x t t dt  


   

Тогда (Б.5), как сумма (Б.6) и (Б.7) будет иметь вид: 

1

1

1 0 2 2 2

0 0

0 2 2 2

0

     

f

f

f x y h y dy G x t t dt

f x y h y dy G Г

    

  

 



   

  

 



( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) .

   (Б.8) 

Выразим из второго уравнения системы (Б.4) 2
 : 

2 1 12 2 0 2 1f f f
G A A f A      ( ) , 
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 
2 1 12 0 2 1f f f

I G A A f A     ( ) , 

   
2 1 2 1

1 1

2 0 2 1f f f f
I G A A f I G A A    

 

   ( ) ( ) . 

   
2 2

1

1

n

f f

n

I G A I G A 




  ( ) ( ) . 

Вычислим  

 

 

2

2
2

2 2

2

2
                          

f

x x

x

G A x G f y x y dy f y x y dy

G f y x y dy

    

 

 



   

 

 


*( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

 

Следовательно,  

   
2 2

n n

f

x

G A x G f y x y dy   


 
*( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 

Введем  
2 2

1

n

f

n

h x G f x 





*( )( )

( ) ( ) ( ) . Тогда  

1 2 1

2

2

2

2 0 2 0 1 2 1

0

1 1

0

0 1 2 0 1 2

0 0

1 1 1

0

      

    

      

f f f

x

f

x

f

x

f

x

A f h y x dy f y t f t dt A

h y x dy f y t t dt

f x y f y dy h y x dy f y t f t dt

f x t t dt h y x dy f y









   



 



 

 

  

 

     

   

     

   

 

 

  

 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (
1

0

t t dt


 ) ( ) .

 (Б.9) 

Упростим (Б.9). Запишем первое слагаемое формулы (Б.9) в виде 

 0 1 2 0 1 2

0 0

1
f x y f y dy f x t G f t dt

G
  



 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

.  (Б.10) 

Второе слагаемое (Б.9) равно 
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 

   

 

20 1 2

0

0 2 1 2

2 0

0 2 1 2

2 0

0 1 2

10

         

1
         

1
         

f

x

n

nx

n

nx

n

n

h y x dy f y t f t dt

G f y x dy f y t f t dt

G f y x dy f y t G f t dt
G

f x t dt G f
G



 

  


 


 

 



 



 



  

   

   

 

 

 

 



( )

*( )

*( )

*( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) (
( )

0

y x dy



 ) .

 (Б.11) 

Сложим (Б.10) и (Б.11): 

   

 

2

0 1 2 0 1 2

10 0 0

0 1 2 2

10 0

0 1

0

1 1

1

1

n

n

n

n

f

f x t G f t dt f x t dt G f y x dy
G G

f x t dt G f t G f y x dy
G

f x t h t dt
G



   
 

  





   



  





    

 
     

 

 

  

 



*( )

*( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ,
( )

(Б.12) 

где  
2 2 2

10

n

f

n

h t G f t G f y x dy  
 



  
*( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 

Сложим третье и четвертое слагаемые формулы (Б.9):  

2

2

2

1 1 1 1

0 0

1 1 1

0

1 1 1

0 0

1 1

0

f

x

f

x

f

f x t t dt h y x dy f y t t dt

y x y
t dt f x t h y x f y t dy

y y x

t dt f x t h y f y x t dy

x t t dt









 





 

  

 

 



    

   
       

  

 
      

 



  

 

 



( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ,

  (Б.13) 

где 
21 1 1

0

f
x t f x t h y f y x t dy 



    
( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) . 
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Введем оператор ( ) ( )

1 1

0

( ) ( , ) ( ) .Г x x t t dt   


      

Тогда, складывая (Б.12) и (Б.13), получим выражение для 2
 : 

2

2

2 0 1 1 1

0 0

0 1 1 1

0

1

1
        

f

f

f x t h t dt x t t dt
G

f x t h t dt Г
G

 

 

   


 


 



   

  

 



( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( )
( )

( ) ( ) .
( )

   (Б.14) 

Тогда получим систему:  

1

2

1 0 2 2 2

0

2 0 1 1 1

0

1

f

f

f x t h t dt G Г

f x t h t dt Г
G

 

   

  







  





  






( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) .
( )

    (Б.15) 

Подставим 2
  из второго уравнения системы (Б.15) в первое уравнение 

(Б.15). 

1 2

1 2

1 2

1 0 2 2 0 1 1 1

0 0

0 2 0 2 1 2 1 1

0 0 0

0 2 0 2 1

0 0 0

1
f f

f f

f f

f x t h t dt G Г f x t h t dt Г
G

f x t h t dt x t dt f y t h y dy G Г Г

f x t h t dt x t dt f y t h y dy

 

 



    


    

  

 

  

 

 
      

 

     

   

 

  

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

2 1 1

0 0

         G x t dt y t y dy   



 







 
( )( ) ( , ) ( , ) ( ) .

 

Следовательно,  

1 21 0 2 0 2 1

0 0 0

1 2 1

0 0

       

f f
f x t h t dt x t dt f y t h y dy

G y dy x t t y dt





   

   

  

 

    



  

 

( )

( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( , ) .

 (Б.16) 

Введем функцию 1 2 1

0

k x y G x t t y dt  


 
( )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) . Тогда 
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1 21 0 2 0 2 1 1 1

0 0 0 0

f f
f x t h t dt x t dt f y t h y dy k x y y dy    

   

       
( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , 

 1 1

0

( ) ( , ) ( )K x k x y y dy 


  , 

 
1 21 1 0 2 0 2 1

0 0 0

f f
I K f x t h t dt x t dt f y t h y dy   

  

      
( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) , 

   
1 2

1 1

1 0 1 2 0 1 2 1

0 0 0

f f
I K f x t h t dt I K x t dt f y t h y dy   

  
 

       
( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) , 

 
1

1 1

1

n

n

I K I K






   , 
1 1

1

n

n

x y K x y




 *( )
( , ) ( , ) , 

1 1

1 0

n

n

K x x y y dy  




 
 

 
 

*( )
( ) ( , ) ( ) . 

Получим 

1 1

2

2

1 0 2 0 1 2

0 0 0

0 2 1

0 0

0 1 2 1

0 0 0

      

      

f f

f

f

f x t h t dt x y dy f y t h t dt

x t dt f y t h y dy

x y dy y t dt f t z h z dz





   

 

  

  

 

  

    

  

 

  

 

  

( )

( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( ) .

  (Б.17) 

Аналогично, подставим 1
  из первого уравнения системы (Б.15) во второе. 

2 1

2 1

2 0 1 1 0 2 2 2

0 0

0 1 0 1 2 1 2 2

0 0 0

1

1

f f

f f

f x t h t dt Г f x t h t dt G Г
G

f x t h t dt x t dt f y t h y dy G Г Г
G

 

  

    


    


 

  

 
      

 

    

 

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ,
( )

 

1 2 2 1 2 2 2 1 2

0 0 0 0

G Г Г G x t dt y t y dy G y dy x t t y dt           
   

    
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) .  

Введем 

2 1 2

0

k x y G x t t y dt  


 
( )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ,   2 2

0

( ) ( , ) ( )K x k x y y dy 


  , 
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2 2

1

n

n

x y K x y




 *( )
( , ) ( , ) , 

2 2

1 0

n

n

K x x y y dy  




 
 

 
 

*( )
( ) ( , ) ( ) . 

Получим 

2 12 0 1 0 1 2 2 2

0 0 0

1
f f

f x t h t dt x t dt f y t h y dy K
G

     


  

      
( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,
( )

 

 
2 12 2 0 1 0 1 2

0 0 0

1
f f

I K f x t h t dt x t dt f y t h y dy
G

    


  

      
( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,
( )

 

   
2 1

1 1

2 0 2 1 0 2 1 2

0 0 0

1
f f

I K f x t h t dt I K x t dt f y t h y dy
G

    


  
 

       
( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( )

. 

Тогда 

2 2

1

1

2 0 1 0 2 1

0 0 0

0 1 2

0 0

0 2 1 2

0 0 0

1 1

      

     

f f

f

f

f x t h t dt x y dy f y t h t dt
G G

x t dt f y t h y dy

x y dy y t dt f t z h z dz

 





   
 

 

  

  

 

  

    

  

 

  

 

  

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( ) .

(Б.18) 
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Приложение В. 

Решение системы интегральных уравнений (1.11) 

 

Запишем систему интегральных уравнений (1.11). 

 

0 5

0

1 0 2 1 1 1 3 2

0 0

2 0 1 2 1 1 3 2

0 0

3 2 1 4

0

4

( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,

( , )

x

x

x y

x dx

x f x t f t dt y f y x dy y f x y dy

x f x t f t dt y f x y dy y f y x dy

x y g y x R y x dy f x y dy y z dz

x z

 

   

   

  





  

  

  



     

     

    





  

  

  

4 1 2

0 0

5 2 4 1

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,

  .

y

x t z t f t dt y g y x r y z dy

x y dy g x t r t dt x t t F t dt

условие нормировки

 

  

 

 















     




   





 

  

  (В.1) 

Найдем решение системы (В.1). 

Введем оператор: 

 
1 1

0

( , ) ( , ) ( )fA x z x t z t f t dt 


   , 

тогда 5-ое уравнение системы (В.1) запишется в виде: 

14 4 2

0

( ) ( ) ( )fA y g y x r y z dy  


    . 

Решим его методом последовательных приближений. 

1 4 2

0

( ) ( ) ( ) ( )fI A y g y x r y z dy 


    , 

1

1

4 2

0

( ) ( ( ) ( ) ( ) )fI A y g y x r y z dy 


    , 
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1 1

1

1

( ) n

f f

n

I A I A






   ,   
1 1

1 0

( ) ( , ) ( )n

f f

n

A x t z t h t dt 




    , 

где 
1

*( )

1

1

( ) ( )n

f

n

h t f t




  – плотность функции восстановления 
1
( )fH t  процесса 

восстановления, порожденного СВ 1 . 

Введем функцию 
0

( , ) ( ) ( ) ( )

t

v t x f t x f t x u h u du     . 

Следовательно,  

1

1

4 2 2

0 0 0

2 2

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

f

f

x z y g y x r y z dy h t dt y g y x t r y z t dy

y g y x r y z dy y dy g y x t r y z t h t dt

  

 

  

  

        

       

  

  

(В.2) 

14 2 2

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fy z t g t y r t z dt s ds g s y t r s z t h t dt  
  

          , 

тогда  

1

1

4 2

0

2

0 0

2 2

0 0 0

2

0

( , ) ( ) ( ) ( )

                    ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

y y

f

y

f

y y

y z dz dz t g t y r t z dt

dz s ds g s y t r s z t h t dt

t g t y dt r t z dz s ds g y s t h t dt r s z t dz

t g t y R t y dt

 



 



  

  

    



   

     

        

  

  

  

    

 1

1

2

0 0

2 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

f

f

s ds g y s t R y s t h t dt

t R t y g t y dt s ds R y s t g y s t h t dt



 

 

  

     

       

 

  

 (В.3) 

Подставляя (В.3) в 4-е уравнение системы (В.1), получаем  

 

1

3 2 1 2

0 0

1 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

x

f

x R y x g y x y dy f x y dy t R y t g y t dt

f x y dy s ds R y s t g y s t h t dt

  



  

  

       

     

  

  

 (В.4) 



154 

Преобразуем третье слагаемое в полученном выражении (В.4) для 3( )x : 

1

1

1

1

1 2

0 0 0

2 1

0 0 0

2 1

0 0

2 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

f

f

f

y

t

f

f x y dy s ds R y s t g y s t h t dt

s ds f x y dy R y s t g y s t h t dt

s ds f x y dy R s t g s t h t y dt

s ds R s t g s t dt f x t y h y dy









  

  

  

 

     

      

     

    

  

  

  

  

   (В.5) 

Сложим второе слагаемое выражения (В.4) с (В.5): 

1

1

1 2

0 0

2 1

0 0 0

2 1

0 0

2 1

0 0 0

2 1

0

( ) ( ) ( ) ( )

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

t

f

t

f

f x y dy t R y t g y t dt

s ds R s t g s t dt f x t y h y dy

t dt f x y R y t g y t dy

s ds R s t g s t dt f x t y h y dy

s ds f x











 

 

 

 



   

     

    

     



 

  

 

  



1

1

0

2 1

0 0 0

2

0 0

) ( ) ( )

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( , ) .

t

f

f

t R s t g s t dt

s ds R s t g s t dt f x t u h u du

s ds R s t g s t v t x dt







 

 

   

     

  



  

 
 

Следовательно,  

13 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .f

x

x R y x g y x y dy y dy R y t g y t v t x dt  
  

         (В.6) 

Рассмотрим второе уравнение системы (В.1): 

1 0 2 1 1 1 3 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

x f x t f t dt y f y x dy y f x y dy   
  

        .       (В.7) 
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Введем оператор 
1 1( ) ( ) ( ) ,f

x

A x f y x y dy 


        

тогда (В.7) запишется в виде: 

11 0 2 1 1 3 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,fx f x t f t dt A y f x y dy   
 

       

 
1 1 0 2 1 3 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,fI A f x t f t dt y f x y dy  
 

       

1

1

1 0 2 1 3 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fx I A f x t f t dt y f x y dy  
 


 

     
 
  , 

1 1

1

1

( ) n

f f

n

I A I A






   ,  
1 1

1

( ) ( ) ( )n

f f

n x

A h y x y dy 




   , 

где 
1

*( )

1

1

( ) ( )n

f

n

h x f x




  – плотность функции восстановления 
1
( )fH t  процесса 

восстановления, порожденного СВ 1 . 

Тогда  

1 1

1 0 2 1 3 2

0 0

0 2 1 3 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .f f

x x

x f x t f t dt y f x y dy

h y x dy f y t f t dt h y x dy t f y t dt

  

 

 

   

    

     

 

   

    (В.8) 

Преобразуем слагаемые, входящие в выражение (В.8) для 1( )x . 

Рассмотрим третье слагаемое (В.8): 

1 1

1 1

1

0 2 1 0 2 1

0

0 2 1 0 2 1

0

*( )

0 2 1 0 2 1

20

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f f

x x y

t t x

f f

x x x

t x

n

f

nx x

h y x dy f y t f t dt h y x dy f t f t y dt

f t dt h y x f t y dy f t dt h y f t y x dy

f t dt h t x y f y dy f t dt f t x

 

 

 

   

  

   



     

      

     

   

   

  

*( )

0 2 1

2

( ) ( ) .n

nx

f x t f t dt
 



  

 (В.9) 

Первое слагаемое (В.8) перепишем в виде: 
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0 2 1 0 1 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
x

f x t f t dt f t x f t dt 
 

    .    (В.10) 

Сложим (В.10) и (В.9): 

1

*( )

0 1 2 0 2 1 0 2

2 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .n

f

nx x

f t x f t dt f x t f t dt f x t h t dt  
  



        (В.11) 

 Тогда, используя (В.11), выражение (В.8) примет вид: 

1 1

1 1

1 0 2 3 2 3 2

0 0 0

0 2 3 2 3 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

f f

x

f f

x

x f x t h t dt y f x y dy h y x dy t f y t dt

f x t h t dt y f x y dy t dt h y x f y t dy

   

  

   

   

       

      

   

   

 

Рассмотрим третье уравнение системы (В.1): 

2 0 1 2 1 1 3 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

x f x t f t dt y f x y dy y f y x dy   
  

        .  

Подставим в него выражение, полученное для 1( )y . 

1 11 0 2 3 2 3 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .f f

y

y f y t h t dt t f y t dt t dt h s y f s t ds   
   

           

1

1

2 0 1 2 0 1 2

0 0 0

1 3 2 1 3 2

0 0 0 0

3 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

f

f

y

x

x f x t f t dt f x y dy f y t h t dt

f x y dy t f y t dt f x y dy t dt h s y f s t ds

y f y x dy

  

 



  

    



     

       

 

  

    



    (В.12) 

Преобразуем слагаемые, входящие в выражение (В.12) для 2 ( )x . 

Второе слагаемое примет вид: 

1 1

1 1

0 1 2 0 1 2

0 0 0

0 2 1 0 2 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

f f

y

t t

f f

f x y dy f y t h t dt f x y dy f t h t y dt

f t dt f x y h t y dy f t dt f x t y h y dy

 

 

   

 

     

     

   

   

    (В.13) 

Сложим первое слагаемое (В.12) и (В.13): 



157 

1 10 1 2 0 2 1 0 2

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,

t

f ff x t f t dt f t dt f t x y h y dy f t v t x dt  
  

          (В.14) 

где 
1 11 1

0

( , ) ( ) ( ) ( )

t

f fv t x f t x f t x y h y dy      – плотность прямого остаточного 

времени. 

Перепишем третье слагаемое (В.12) в виде: 

1 3 2 3 2 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .f x y dy t f y t dt t dt f y t f x y dy 
   

         

Преобразуем четвертое слагаемое (В.12): 

1 1

1 1

1 3 2 3 1 2

0 0 0 0

3 2 1 3 2 1

0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

f f

y y

ys

f f

f x y dy t dt h s y f s t ds t dt f x y dy h s y f s t ds

t dt f s t ds f x y h s y dy t dt f y t dy f x y u h u du

 

 

     

   

       

       

     

     

 

Сложим третье и четвертое слагаемые (В.12): 

1

1

3 2 1 3 2 1

0 0 0 0 0

3 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) .

y

f

f

t dt f y t f x y dy t dt f y t dy f x y u h u du

t dt f t y v y x dy

 



   

 

      

 

    

 

 

Следовательно, 

1 12 0 2 3 2 3 2

0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .f f

x

x f t v t x dt t dt f t y v y x dy y f y x dy   
   

           (В.15) 

Рассмотрим совместно (В.6) и (В.15): 

1

1 1

3 2 2

0 0

2 0 2 3 2 3 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .

f

x

f f

x

x R y x g y x y dy y dy R y t g y t v t x dt

x f t v t x dt t dt f t y v y x dy y f y x dy

  

   

  

   


     



     



  

         (В.16) 

Введем функцию 

1

0

( , ) ( ) ( ) ( , ) .fx y R y t g y t v t x dt


    
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Тогда (В.16) примет вид: 

1 1

3 2 2

0

2 0 2 3 2 3 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .

x

f f

x

x R y x g y x y dy y x y dy

x f t v t x dt t dt f t y v y x dy y f y x dy

   

   

 

   


   



     



 

       (В.17) 

Подставим первое уравнение системы (В.17) во второе. Для этого сперва 

преобразуем первое уравнение. 

3 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )x R y g y y x dy y x y dy   
 

    , 

3 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )t R s g s s t ds s t s ds   
 

    . 

Подставим 3( )t  во второе уравнение системы (В.17) и получим:  

1 1

1

2 0 2 2 2

0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0

2 2

0

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) .

f f

f

x

x

x f t v t x dt v y x dy f y t dt R s g s s t ds

v y x dy f y t dt s t s ds f t x dt R s g s s t ds

f t x dt s t s ds

  

  

 

   

    

 

    

     

 

   

    

 

   (В.18) 

Преобразуем слагаемые уравнения (В.18). 

Второе слагаемое: 

1

1

1

1

2 2

0 0 0

2 2

0 0

2 2

0 0 0

2 2

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) .

f

f

t

s

f

s

f

v y x dy f y t dt R s g s s t ds

v y x dy f y t dt R s t g s t s ds

v y x dy s ds f y t R s t g s t dt

s ds v y x dy f y t R s t g s t dt









  

  

 

 

  

    

    

   

  

  

  

  

   (В.19) 

Третье слагаемое: 
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1 12 2 2 2

0 0 0 0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) .f fv y x dy f y t dt s t s ds s ds v y x dy f y t t s dt   
     

            (В.20) 

Пятое слагаемое:  

2 2 2 2

0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
x x

f t x dt s t s ds s ds f t x t s dt   
   

      .  (В.21) 

Четвертое слагаемое: 

   

2 2 2 2

0

2 2 2 2

0

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

x x t

s s x

x x x

x x

f t x dt R s g s s t ds f t x dt R s t g s t s ds

s ds R s t g s t f t x dt s ds R s t x g s t x f t dt

s ds R g f s x R g f s x s ds

 

 

 

   

  

 

      

         

             

   

   

 

    (В.22) 

Введем функции  

1

1

2

0 0

2 2

0 0

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

           ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ,

s

f

f

x

x s v y x dy f y t R s t g s t dt

v y x dy f y t t s dt f t x t s dt



 



  

    

   

 

    

  2( ) ( ),T x R g f x      и оператор  ( ) ( ) ( ) .T

x

Г x T s x s ds 


   

Тогда уравнение (В.18), используя (В.19) – (В.22), запишется в виде: 

12 0 2 2 2

0 0

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .f Тx f t v t x dt Г x t t dt    
 

     

Решим его методом последовательных приближений. 

 
12 0 2 2

0 0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ,Т fI Г f t v t x dt x t t dt   
 

     

 
1

1

2 0 2 2

0 0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ,Т fI Г f t v t x dt x t t dt   
 

  
   

 
   

 
1

1

,n

Т Т

n

I Г I Г






     
1

( ) ( ) ,n

Т T

n x

Г h y x y dy 




 
  

 
   ( )

1

( ) ( ),n

T

n

h x T x






  
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и, следовательно, получим: 

1 12 0 2 2 0 2

0 0 0

2

0

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) .

f T f

x

T

x

x f t v t x dt x t t dt h y x dy f t v t y dt

h y x dy y t t dt

    

 

   

 

    

 

   

 
  

(В.23) 

Преобразуем четвертое слагаемое выражения (В.23): 

2 2

0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .T T

x x

h y x dy y t t dt t dt h y x y t dy   
   

       

Введем функцию  

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )T T

x x

x t x t h y x y t dy x t h y y x t dy    
 

        

и оператор  
0

( ) ( , ) ( ) .Г x x t t dt

  



    

Тогда уравнение (В.23) запишется в виде: 

 
1 12 0 2 0 2 2

0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) .f T f

x

x f t v t x dt h y x dy f t v t y dt Г


   
  

         (В.24) 

Найдем его решение: 

1 12 0 2 2 2

0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,f T f

x

x f t v t x dt h y x dy f t v t y dt Г


  
   

    
 
    

1 12 0 2 2

1 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,n

f T f

n x

x I Г f t v t x dt h y x dy f t v t y dt


 
  



  
     

  
     

( )

1 10

( ) ( 1) (1)

0

( ) ( , ) ( ) , ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ).

n n

n n

n n

I Г x x y y dy x y x y

x y x t t y dt x y x y


    

    

 

 





 
    

 

  

 



 

Следовательно,  
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1 1

1 1

2 0 2 2

0 0

2 2

0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,

f T f

x

f T f

y

x f t v t x dt h y x dy f t v t y dt

x y dy f t v t y dt x y dy h s y ds f t v t s dt

 

 

  

    


   




   



  

    

 (В.25) 

Запишем 2 0( ) ( ),x x    где функция ( )x  имеет вид: 

1 1

1 1

2 2

0 0

2 2

0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) .

f T f

x

f T f

y

x f t v t x dt h y x dy f t v t y dt

x y dy f t v t y dt x y dy h s y ds f t v t s dt 

  

    

    

  

  

    

 

Зная 2 ( )x , можно найти решение системы уравнений (В.1), 

последовательной подстановкой.  

Рассмотрим случай, когда время обработки ТЯ единицы продукции, время 

безотказной работы ТЯ, время восстановления ТЯ имеют экспоненциальное 

распределение с функциями распределения 1

1( ) 1 tF t e   , 2

2( ) 1 tF t e   , 

( ) 1 tG t e   . Резерв времени является случайным и имеет экспоненциальное 

распределение с ФР ( ) 1 htR t e  .  

Тогда решение системы (В.1) принимает вид: 

2

1

1

1

0

1
1 0

1
2 0

4 0 1

0 1

1
3 0

5 0

(1) ,

( )
(11 ) (10 ) ( ) ,

( )
(10 ) ( ) ,

(11 ) (10 ) ( , ) ,

(21 ) ,

(21 ) ( ) ,

( ) ( ) ,

x

x

x hz

x hz

x

x

h
х х x e

h

h
х x e

h

xz xz x z e e

xz e e

х x e
h

x x e













 

 
   

 
  

     

   

 
  

    





 

 









   

 

 



  





 

  

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Приложение Г 

Расчет стационарных характеристик надежности системы (для таблицы 2.1) 

и стационарных характеристик надежности укрупненной системы 

 (таблица 2.2) в MathCad. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 0.8  
k 5   0.6   7   6  

j 0 7  

M
1

k


  M

2

k


  

h1
j

0.1 j  

h2
j

0.7 0.1 j  

F1 x( )

0

k 1

i

 x( )
i

e
 x



i


  

F2 x( )

0

k 1

i

 x( )
i

e
 x



i


  

G1 x( )

0

k 1

i

 x( )
i

e
 x



i


  
G2 x( )

0

k 1

i

 x( )
i

e
 x



i


  

M1 h1( )
h1



tG1 t( )




d

G1 h1( )
  M2 h2( )

h2



tG2 t( )




d

G2 h2( )
  

M3 h2( )

h2



tG2 t( )




d  M4 h1( )

h1



tG1 t( )




d  

0 h1 h2( ) G1 h1( ) G2 h2( ) M1 h1( ) M2 h2( )( )  

2 h1 h2( ) 2 M
2

M3 h2( )  M
1

M4 h1( )   

1 h1 h2( ) G2 h2( ) M
1

M4 h1( )  G1 h1( ) M
2

M3 h2( )  2 G1 h1( ) M1 h1( ) G2 h2( ) M2 h2( )( )  

p21 h1 h2( )

G1 h1( ) M
2

M3 h2( )  G2 h2( ) M
1

M4 h1( ) 

2 h1 h2( )
  

p10 h1 h2( )
G1 h1( ) G2 h2( ) M1 h1( ) M2 h2( )( )[ ]

1 h1 h2( )
  
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Стационарные характеристики надежности укрупненной системы (формулы (2.26)): 

 

 

 

Стационарные характеристик надежности системы (формулы (2.22, 2.21, 2.20)): 

           

p12 h1 h2( )

G1 h1( ) M
2

M3 h2( )  G2 h2( ) M
1

M4 h1( )  
1 h1 h2( )

  

p22 h1 h2( )

2 G1 h1( )( ) M
2

M3 h2( )  2 G2 h2( )( ) M
1

M4 h1( ) 

2 h1 h2( )
  

p11 h1 h2( )
2 G1 h1( )( ) G2 h2( ) M2 h2( ) 2 G2 h2( )( ) G1 h1( ) M1 h1( )

1 h1 h2( )
  

m0 h1 h2( )
G1 h1( ) G2 h2( ) M1 h1( ) M2 h2( )

0 h1 h2( )
  

m1 h1 h2( )

G1 h1( ) M1 h1( ) M
2

M3 h2( )  G2 h2( ) M2 h2( ) M
1

M4 h1( ) 

1 h1 h2( )
  

m2 h1 h2( )

M
1

M4 h1( )  M
2

M3 h2( ) 

2 h1 h2( )
  

p0 h1 h2( )
p10 h1 h2( ) p21 h1 h2( )

p10 h1 h2( ) p21 h1 h2( ) p21 h1 h2( ) p12 h1 h2( )
  

p1 h1 h2( )
p21 h1 h2( )

p10 h1 h2( ) p21 h1 h2( ) p21 h1 h2( ) p12 h1 h2( )
  

p2 h1 h2( )
p12 h1 h2( )

p10 h1 h2( ) p21 h1 h2( ) p21 h1 h2( ) p12 h1 h2( )
  

T1 h1 h2( ) m0 h1 h2( )                среднее стационарное время восстановления 

K1 h1 h2( )
N1 h1 h2( )

T1 h1 h2( ) N1 h1 h2( )
    стационарный коэффициент готовности 

N1 h1 h2( )
m1 h1 h2( ) p1 h1 h2( ) m2 h1 h2( ) p2 h1 h2( )

p0 h1 h2( )
  средняя стационарная наработка на отказ 

T h1 h2( )
M1 h1( ) M2 h2( )

M1 h1( ) M2 h2( )
             среднее стационарное время восстановления 
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N h1 h2( )

G1 h1( ) M1 h1( ) M
2

M3 h2( )  G2 h2( ) M2 h2( ) M
1

M4 h1( )  M
1

M4 h1( )  M
2

M3 h2( ) 

M1 h1( ) M2 h2( )( ) G1 h1( ) G2 h2( )
                      

средняя стационарная наработка на отказ 
 

K h1 h2( )
N h1 h2( )

T h1 h2( ) N h1 h2( )
  стационарный коэффициент готовности 

Результаты расчетов: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T h1
j

h2
j

 
0.24116

0.24076

0.23775

0.23322

0.22842

0.22374

0.21893

0.21377

  N h1
j

h2
j

 
102.27428

91.03527

84.36502

82.29086

85.17174

93.61663

108.69046

132.29954

  
K h1

j
h2

j
 

0.99765

0.99736

0.99719

0.99717

0.99733

0.99762

0.99799

0.99839

  

T1 h1
j

h2
j

 
0.24116

0.24076

0.23775

0.23322

0.22842

0.22374

0.21893

0.21377

  N1 h1
j

h2
j

 
102.27428

91.03527

84.36502

82.29086

85.17174

93.61663

108.69046

132.29954

  K1 h1
j

h2
j

 
0.99765

0.99736

0.99719

0.99717

0.99733

0.99762

0.99799

0.99839

  
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Приложение Д 

Расчет приближенных стационарных характеристик надежности системы (для 

таблицы 2.3) в MathCad. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 0.8  
k 5   0.6   7   6  

j 0 7  

h
j

0.1 j  M
1

k


  M

2

k


  

F1 x( )

0

k 1

i

 x( )
i

e
 x



i


  
F2 x( )

0

k 1

i

 x( )
i

e
 x



i


  

G1 x( )

0

k 1

i

 x( )
i

e
 x



i


  
G2 x( )

0

k 1

i

 x( )
i

e
 x



i


  

T h( )

M
1

M
2



0

h

x

0

x

tF2 x( ) G1 t( )




d




d

0

h

tG1 t( )




d

h



xF2 x( )




d

0



x

0

x

tF1 x( ) G2 t( )




d




d

G1 h( )

0

h

xF2 x( ) G2 h x( )




d

0



xF1 x( ) G2 h x( )




d













  

N h( )
h



y

0

h

xG1 y( ) F2 x( ) G2 y x( )




d




d

h



y

0



xG1 y( ) F1 x( ) G2 x y( )




d




d

G1 h( )

0

h

xF2 x( ) G2 h x( )




d

0



xF1 x( ) G2 h x( )




d













  

K h( )
T h( )

T h( ) N h( )
  

T h
j 
70.347

71.143

72.851

77.308

86.281

101.574

125.693

162.566

  N h
j 
0.393

0.359

0.322

0.287

0.259

0.236

0.219

0.206

  K h
j 
0.99444

0.99498

0.99561

0.9963

0.99701

0.99768

0.99826

0.99873

  
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Приложение E 

Краткие сведения из теории скрытых марковских моделей 

 

Следуя [93], опишем краткие сведения из теории скрытых марковских 

моделей. 

Цепь Маркова полезна, когда нам нужно вычислить вероятность для 

последовательности наблюдаемых событий. Однако во многих случаях 

интересующие нас события скрыты: мы не наблюдаем их непосредственно.  

Скрытая марковская модель (CMM) позволяет нам говорить как о 

наблюдаемых событиях, так и о скрытых событиях, которые мы считаем 

причинными факторами в нашей вероятностной модели. CMM определяется 

следующими компонентами [127, 97, 93]: 

1.   1 2, ,..., NQ q q q  – множество из N состояний модели. 

2.   11,..., ,...,ij NNA a a a  – матрица переходных вероятностей, где ija  

представляют собой вероятности перехода из состояния i в состояние j. 

1

1,
N

ij

j

a i


  . 

3.  1 2, ,..., TO o o o  – последовательность из Т наблюдений (наблюдаемая 

последовательность, вектор сигналов), каждое из которых берется из алфавита 

наблюдаемой последовательности  1 2, ,..., VV v v v  (множество сигналов). 

4. ( )i tB b o  – последовательность вероятностей наблюдения, также 

называемая вероятностями излучения, каждая из которых выражает вероятность 

того, что наблюдение to  будет генерироваться из состояния i. 

5.  1 2, ,..., N     – начальное распределение вероятностей по 

состояниям. i  – вероятность того, что цепь Маркова начнется в состоянии i. 

Некоторые состояния j могут иметь 0j   (это значит, что они не могут быть 

начальными). 
1

1
N

i

i




 . 
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Полное описание СММ состоит из определения множества состояний 

модели, наблюдаемой последовательности и  , ,A B    .  

Скрытая марковская модель первого порядка создает два упрощающих 

предположения. Во-первых, как и в цепи Маркова первого порядка, вероятность 

конкретного состояния зависит только от предыдущего состояния: 

    1 1 1| ,..., |i i i iP q q q P q q  .  (допущение Маркова).    (Е.1) 

Во-вторых, вероятность выходного наблюдения io  зависит только от 

состояния, которое произвело наблюдение iq , а не от каких-либо других 

состояний или любых других наблюдений: 

    1 1| ,..., ,..., , ,..., ,..., |i i T i T i iP o q q q o o o P o q . (Независимость выхода) (Е.2) 

Во влиятельном руководстве Л. Рабинера [127], основанном на уроках 

Джека Фергюсона в 1960-х годах, появилась идея, что скрытые марковские 

модели должны характеризоваться тремя фундаментальными задачами, которые 

должны быть решены для того, чтобы модель могла успешно решать 

поставленные перед ней задачи: 

1. Problem 1 (Likelihood): задана наблюдаемая последовательность 

 1 2, ,..., TO o o o  и модель  , ,A B    . Необходимо вычислить вероятность 

 |P O   – вероятность того, насколько хорошо данная наблюдаемая 

последовательность согласуется с моделью. 

Напомним, что для скрытых марковских моделей каждое скрытое состояние 

производит только одно наблюдение. Таким образом, последовательность 

скрытых состояний и последовательность наблюдений имеют одинаковую длину. 

Учитывая это однозначное отображение и марковские предположения, 

выраженные в формуле (Е.1), для конкретной последовательности скрытого 

состояния 0 1 2, , ,..., TQ q q q q  и последовательности наблюдений 1 2, ,..., TO o o o , 

вероятность последовательности наблюдений равна 

   
1

| |
T

i i

i

P O Q P o q


 . 



169 

Но, конечно, мы на самом деле не знаем, какова была скрытая 

последовательность состояний. Нам нужно вместо этого вычислить вероятность 

событий путем суммирования всех возможных последовательностей, взвешенных 

по их вероятности. Во-первых, давайте вычислим общую вероятность нахождения 

в определенной последовательности Q и генерации определенной 

последовательности событий. В общем, это 

         1

1 1

, | | |
T T

i i i i

i i

P O Q P O Q P Q P o q P q q 

 

      

Теперь, когда мы знаем, как рассчитать общую вероятность наблюдений с 

определенной последовательностью скрытых состояний, мы можем вычислить 

общую вероятность наблюдений, просто суммируя все возможные 

последовательности скрытых состояний: 

       , |
Q Q

P O P O Q P O Q P Q   . 

Для CММ с N скрытыми состояниями и последовательностью наблюдений 

T наблюдений существуют N
T
 возможных скрытых последовательностей. Для 

реальных задач, где N и T оба большие, N
T
 – очень большое число, поэтому мы не 

можем вычислить общую вероятность наблюдения, вычисляя отдельную 

вероятность наблюдения для каждой последовательности скрытых состояний, а 

затем суммируя их. 

Вместо использования такого чрезвычайно экспоненциального алгоритма, 

мы используем эффективный алгоритм O(N
2
T), называемый прямым алгоритмом 

(forward algorithm). Прямой алгоритм представляет собой разновидность 

алгоритма динамического программирования, то есть алгоритма, который 

использует таблицу для хранения промежуточных значений при построении 

вероятности последовательности наблюдения. Прямой алгоритм вычисляет 

вероятность наблюдения, суммируя вероятности всех возможных путей скрытого 

состояния, которые могут генерировать последовательность наблюдения, но он 
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делает это эффективно, неявно складывая каждый из этих путей в одну прямую 

решетку. 

Каждая ячейка решетки алгоритма прямого хода ( )t j  представляет 

вероятность нахождения в состоянии j после наблюдения первых t наблюдений с 

учетом модели λ. Значение каждой ячейки ( )t j  вычисляется путем 

суммирования вероятностей каждого пути, который может привести нас к этой 

ячейке. Формально каждая ячейка выражает следующую вероятность: 

 1 2( ) , ... , |t t tj P o o o q j   . 

Здесь tq j  означает, что «t-ое состояние в последовательности состояний 

является состоянием j». Мы вычисляем эту вероятность ( )t j , суммируя по 

расширениям всех путей, ведущих к текущей ячейке. Для данного состояния jq  в 

момент времени t значение ( )t j  вычисляется как: 

1

1

( ) ( ) ( )
N

t t ij j t

i

j i a b o  



   

Три фактора в расширении предыдущих путей для вычисления прямой 

переменной в момент времени t это: 

 1( )t i   предыдущая вероятность прямого пути из предыдущего 

временного шага; 

 ija  вероятность перехода из предыдущего состояния iq  в текущее jq ; 

 ( )j tb o  вероятность наблюдения состояния символа to  при текущем 

состоянии j. 

Формальное описание алгоритма прямого хода (the forward algorithm): 

1. Инициализация:  

 1 1( ) ( ), 1 .j jj b o j N       

2. Рекурсия:  

 1

1

( ) ( ) ( ), 1 ,1 .
N

t t ij j t

i

j i a b o j N t T  



        
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3. Завершение: 

 
1

( | ) ( )
N

T

i

P O i 


   

 

 

Рисунок Е.1 – Визуализация вычисления отдельного элемента ( )t i  в 

решетке путем суммирования всех предыдущих значений 1t  , взвешенных по 

вероятностям их перехода a, и умножения на вероятность наблюдения ( )j tb o . Для 

многих применений СMM многие из вероятностей перехода равны 0, поэтому не 

все предыдущие состояния будут вносить вклад в прямую переменную текущего 

состояния. Скрытые состояния в кругах, наблюдения в квадратах. Затененные 

узлы включаются в вычисление вероятности для ( )t i . [127, 93] 

2. Problem 2 (Decoding): задана наблюдаемая последовательность 

 1 2, ,..., TO o o o  и модель  , ,A B    . Необходимо подобрать 

последовательность состояний системы таким образом, чтобы она лучше всего 

описывала наблюдаемую последовательность.   

Это задача, в которой мы пытаемся понять, что же происходит в скрытой 

части модели, то есть найти «правильную» последовательность, которую 
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проходит модель. Совершенно ясно, что абсолютно точно нельзя определить эту 

последовательность. Для приближенного решения этой проблемы обычно 

пользуются некоторыми оптимальными показателями, критериями. К сожалению, 

не существует единого критерия оценки для определения последовательности 

состояний. При решении второй задачи необходимо каждый раз принимать 

решение о том, какие показатели использовать. Данные, полученные при решении 

этой задачи, используются для изучения поведения построенной модели, 

нахождения оптимальной последовательности еѐ состояний, для статистики и т.п. 

Для любой модели, такой как СMM, которая содержит скрытые 

переменные, задача определения, какая последовательность переменных является 

основным источником некоторой последовательности наблюдений, называется 

задачей декодирования. 

Найти лучшую последовательность можно следующим образом: для каждой 

возможной последовательности скрытых состояний, мы могли бы запустить 

прямой алгоритм и вычислить вероятность последовательности наблюдения с 

учетом этой скрытой последовательности состояний. Тогда мы могли бы выбрать 

скрытую последовательность состояний с максимальной вероятностью 

наблюдения. Из предыдущего раздела должно быть ясно, что мы не можем 

сделать это, потому что существует экспоненциально большое количество 

последовательностей состояний. 

Вместо этого наиболее распространенными алгоритмами декодирования 

для CMM является алгоритм Витерби (the Viterbi algorithm) [137, 127, 97, 93]. 

Как и алгоритм прямого хода, алгоритм Витерби – это разновидность 

динамического программирования, использующего решетку динамического 

программирования. 

Идея состоит в том, чтобы обрабатывать последовательность наблюдений 

слева направо, заполняя решетку. Каждая ячейка решетки, ( )tv j , представляет 

вероятность того, что CMM находится в состоянии j после наблюдения первых t 

наблюдений и прохождения через наиболее вероятную последовательность 

состояний 1 1,..., tq q  , учитывая модель λ. Значение каждой ячейки ( )tv j  
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вычисляется путем рекурсивного выбора наиболее вероятного пути, который мог 

бы привести нас к этой ячейке. Формально каждая ячейка выражает вероятность: 

 
1 1

1 1 1 2
,...,

( ) max ,..., , , ... , | .
t

t t t t
q q

v j P q q o o o q j 


   

Заметим, что мы представляем наиболее вероятный путь, беря максимум 

для всех возможных предыдущих последовательностей состояний. Как и другие 

алгоритмы динамического программирования, Витерби рекурсивно заполняет 

каждую ячейку. Учитывая, что мы уже вычислили вероятность нахождения в 

каждом состоянии в момент времени (t-1), мы вычисляем вероятность Витерби, 

выбирая наиболее вероятное из расширений путей, ведущих к текущей ячейке. 

Для данного состояния jq  в момент времени t значение ( )tv j  вычисляется как 

1
1

( ) max ( ) ( )
N

t t ij j t
i

v j v i a b o


 . 

Три фактора, которые умножаются для расширения предыдущих путей для 

вычисления вероятности Витерби в момент времени t это: 

 1( )tv i  вероятность предыдущего пути Витерби с предыдущего 

временного шага; 

 ija  вероятность перехода из предыдущего состояния iq  в текущее jq ; 

 ( )j tb o  вероятность наблюдения состояния символа to  при текущем 

состоянии j. 

Обратим внимание, что алгоритм Витерби идентичен прямому алгоритму, 

за исключением того, что он берет максимум по вероятностям предыдущего пути, 

тогда как прямой алгоритм принимает сумму. Также отметим, что алгоритм 

Витерби имеет один компонент, которого у прямого алгоритма нет: обратные 

указатели. Причина в том, что хотя прямой алгоритм должен обеспечивать 

вероятность наблюдения, алгоритм Витерби должен давать вероятность, а также 

наиболее вероятную последовательность состояний. Мы вычисляем эту 

наилучшую последовательность состояний, отслеживая путь скрытых состояний, 

которые вели к каждому состоянию, а затем в конце возвращаемся к лучшему 

пути к началу (обратный ход Витерби). 
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Наконец, мы можем дать формальное определение рекурсии Витерби (the 

Viterbi algorithm) следующим образом: 

1. Инициализация:  

 1 1( ) ( ), 1 ,j jv j b o j N      

1( ) 0, 1 .bt j j N     

2. Рекурсия:  

 1
1

( ) max ( ) ( ), 1 ,1 ,
N

t t ij j t
i

v j v i a b o j N t T


        

 
1

1

( ) argmax ( ) ( ), 1 ,1 .
N

t t ij j t
i

bt j v i a b o j N t T


        

3. Завершение: 

 
1

( | ) max ( ),
N

T
i

P O v i


   

 
1

argmax ( ).
N

t T
i

q v i



   

3. Problem 3 (Learning): Подобрать параметры  , ,A B     модели 

таким образом, чтобы максимизировать значение вероятности  |P O  .   

Решение задачи 3 состоит в оптимизации модели таким образом, чтобы она 

как можно лучше описывала реальную наблюдаемую последовательность. 

Наблюдаемая последовательность, по которой оптимизируется СММ, принято 

называть обучающей последовательностью, поскольку с помощью нее мы 

«обучаем» модель. Задача обучения СММ — это важнейшая задача для 

большинства проектируемых СММ, поскольку она заключается в оптимизации 

параметров СММ на основе обучающей наблюдаемой последовательности, то 

есть создается модель, наилучшим образом описывающая реальные процессы.  

Решение задачи 3 позволяет найти алгоритм прямого-обратного хода 

(Forward-Backward algorithm). 

Вход в такой алгоритм обучения будет представлять собой 

немаркированную последовательность наблюдений O и словарь потенциальных 

скрытых состояний Q. 
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Стандартным алгоритмом обучения CMM является алгоритм «прямого-

обратного хода», или алгоритм Баума-Велша [68], особый случай алгоритма 

«максимального правдоподобия» (the Expectation-Maximization) или EM [80]. 

Алгоритм позволит нам обучать как вероятности перехода A, так и вероятности 

испускания сигналов B СMM. EM алгоритм является итеративным алгоритмом, 

который вычисляет начальную оценку вероятностей, затем использует эти оценки 

для вычисления лучшей оценки и так далее, итеративно улучшая изучаемые 

вероятности. 

Для реальной СMM мы не можем вычислить эти значения непосредственно 

из последовательности наблюдений, так как мы не знаем, какой путь состояний 

был пройден через машину для данного входа.  

Алгоритм Баума-Велша решает эту проблему путем итеративной оценки 

количества. Мы начнем с оценки вероятностей перехода и наблюдения, а затем 

используем эти оценочные вероятности для получения все более и более 

вероятных вероятностей. И мы собираемся сделать это путем вычисления прямой 

переменной для наблюдения и последующего деления этой вероятностной массы 

между всеми различными путями, которые способствовали этой прямой 

переменной. 

Чтобы понять алгоритм, нам нужно определить обратную переменную. 

Обратная переменная   – это вероятность увидеть наблюдения от времени (t+1) 

до конца, учитывая, что мы находимся в состоянии i в момент времени t (и 

учитывая модель λ): 

 1 2( ) , ,..., | , .t t t T ti P o o o q i     

Они вычисляются индуктивно аналогично алгоритму прямого хода. 

1. Инициализация:  

 ( ) 1, 1 .T i i N       

2. Рекурсия:  

 
1 1

1

( ) ( ) ( ), 1 ,1 .
N

t ij j t t

j

i a b o j j N t T  



        
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3. Завершение: 

 
1 1

1

( | ) ( ) ( ).
N

j j

j

P O b o j  


   

Рисунок Е.2 иллюстрирует шаг обратной индукции. 

 

 

Рисунок Е.2 – Вычисление ( )t i  путем суммирования всех 

последовательных значений 1( )t j  , взвешенных по вероятностям их перехода ija  

и вероятностям их наблюдения  1j tb o  . Начальное и конечное состояния не 

показаны. [127, 93]. 

Теперь видно, как прямая и обратная переменные могут помочь вычислить 

вероятность перехода ija  и вероятность наблюдения  i tb o  из последовательности 

наблюдений, даже если фактический путь, пройденный через модель, скрыт. 

Давайте начнем с того, что посмотрим, как оценить ˆija  с помощью варианта 

простой оценки максимального правдоподобия: 

ожидаемое число переходов из состояния  в 
ˆ

ожидаемое число переходов из 
ij

i j
a

i
 .   (Е.3) 

Чтобы вычислить числитель (Е.3), предположим, что у нас была некоторая 

оценка вероятности того, что данный переход i j  был сделан в определенный 
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момент времени t в последовательности наблюдений. Если бы мы знали эту 

вероятность для каждого конкретного времени t, мы могли бы суммировать за все 

время t, чтобы оценить общее количество для перехода i j . 

Более формально, давайте определим вероятность t  как вероятность 

оказаться в состоянии i в момент времени t и состоянии j в момент времени (t+1), 

учитывая последовательность наблюдений и, конечно, модель: 

 1( , ) , | ,t t ti j P q i q j O    .    (Е.4) 

Чтобы вычислить t , мы сначала вычисляем вероятность, которая похожа 

на t , но отличается тем, что включает в себя вероятность наблюдения; обратите 

внимание на различные условия O из уравнения (Е.4): 

 1почти  ( , ) , , |t t ti j P q i q j O    .   (Е.5) 

 

 

Рисунок Е.3 – Расчет совместной вероятности нахождения в состоянии i в 

момент времени t и в состоянии j в момент времени (t+1). На рисунке показаны 

различные вероятности, которые необходимо объединить для получения 

 1, , |t tP q i q j O   : вероятности α и β, вероятность перехода ija  и вероятность 

наблюдения 1( )j tb o  . [127, 93]. 
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На Рисунке Е.3 показаны различные вероятности, которые входят в 

вычисление почти  ( , )t i j : вероятность перехода для рассматриваемой дуги, 

вероятность α до дуги, вероятность β после дуги и вероятность наблюдения для 

символа сразу после дуги. Эти четыре умножаются вместе для получения 

почти  ( , )t i j  следующим образом: 

1 1почти  ( , ) ( ) ( ) ( )t t ij j t ti j i a b o j    .   (Е.6) 

Чтобы вычислить t  из почти  t , мы следуем законам вероятности и делим 

на  |P O  , так как 

 
( , | )

| ,
( | )

P X Y Z
P X Y Z

P Y Z
 . 

Вероятность наблюдения данной модели: 

 
1

| ( ) ( )
N

t t

j

P O j j  


 . 

Итак, окончательное уравнение для t  имеет вид:  

1 1

1

( ) ( ) ( )
( , )

( ) ( )

t ij j t t

t N

t t

j

i a b o j
i j

j j

 


 

 






 

Ожидаемое число переходов из состояния i в состояние j является суммой 

по всем t из ξ. Для нашей оценки ija  в формуле (Е.3), нам просто нужна еще одна 

вещь: общее ожидаемое количество переходов из состояния i. Мы можем 

получить это, суммируя все переходы из состояния i. Вот окончательная формула 

для ˆija : 

1

1

1

1 1

( , )

ˆ

( , )

T

t

t
ij T N

t

t k

i j

a

i k











 





 

Нам также нужна формула для пересчета вероятности наблюдения. Это 

вероятность данного символа kv  из словаря наблюдения V при заданном 

состоянии j: ˆ ( )j kb v . Мы сделаем это, пытаясь вычислить: 
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ожидаемое число попаданий в состояние  и наблюдения символа ˆ ( )
ожидаемое число попаданий в состояние 

k
j k

j v
b v

j
 . 

Для этого нам нужно знать вероятность нахождения в состоянии j в момент 

времени t, который обозначим как ( )t j : 

 ( ) | ,t tj P q j O   . 

Еще раз, мы вычислим это, включив последовательность наблюдения в 

вероятность: 

 
 

, |
( )

|

t

t

P q j O
j

P O







 .      (Е.7) 

 

Рисунок Е.4 – Вычисление ( )t j , вероятности нахождения в состоянии j в 

момент времени t. Обратите внимание, что γ действительно является 

вырожденным случаем ξ, и, следовательно, этот рисунок похож на версию 

Рисунка Е.3 с состоянием i, свернутым с состоянием j. [127, 93]. 

Как показано на Рисунке Е.4, числитель уравнения (Е.7) является просто 

произведением прямой переменной и обратной переменной: 
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 
( ) ( )

( )
|

t t
t

j j
j

P O

 



 . 

Мы готовы вычислить b . Для числителя мы суммируем ( )t j  для всех 

временных шагов t, в которых наблюдение to  является интересующим нас 

символом kv . Для знаменателя мы суммируем ( )t j  по всем временным шагам t. 

Результатом является процентное соотношение времени, в течение которого мы 

находились в состоянии j и видели символ kv  (запись 
1 . . t k

T

t s t O v   означает 

«сумма по всем t, для которых наблюдением в момент времени t было kv »): 

  1 . .

1

( )

ˆ

( )

t k

T

k

t s t O v

j k T

k

t

j

b v

j





 








. 

Эти переоценки составляют ядро итеративного алгоритма прямого-

обратного хода.  
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Рисунок Е.5 – Алгоритм прямого-обратного хода. [93]. 

Алгоритм прямого-обратного хода (Рисунок Е.5) начинается с некоторой 

начальной оценки параметров СMM λ = (A, B). Затем мы итеративно выполняем 

два шага. Как и в других случаях алгоритма EM (ожидание-максимизация), 

алгоритм прямого-обратного хода имеет два шага: шаг ожидания (the expectation) 

или E-шаг и шаг максимизации (the maximization) или M-шаг. 

На шаге E мы вычисляем ожидаемый счетчик занятости состояний γ и 

ожидаемый счетчик переходов состояний ξ из более ранних вероятностей A и B. 

На M-шаге мы используем γ и ξ для пересчета новых вероятностей A и B. 
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Приложение Ж 

Решение задач СММ для вектора сигналов 30
s  скрытой модели, описанной в 

Главе 4.3 

 

Рассмотрим систему S, для которой перед началом еѐ функционирования 

принято, что СВ 
1 2 1 2

   , , ,  имеют распределение Эрланга IV порядка и 

1
28 57M  , ч., 

2
25M  ч., 

1
2M   ч., 

2
1 6M  , ч. Групповой мгновенно 

пополняемый резерв времени 1 5h  ,  часа. 

Предположим, что в результате функционирования системы S получен 

следующий вектор сигналов: 

 30
2 1 0 1 2 1 0 1 0 1 0s                    , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , n=30. 

Рассмотрим задачи по оценке характеристик скрытой марковской модели с 

учетом введѐнных параметров. 

1. Определим вероятности состояний скрытой модели в момент испускания 

30-го сигнала. Воспользуемся формулой [128, 127]: 

  
( )

| .
( )

n n
n n

n

j

F i
P X i S s

F j
  


      (Ж.1) 

В результате получаем, что на 30-ом шаге укрупнѐнная модель с 

вероятностью 1 находилась в состоянии 00. Для состояний 11, 10, 01, 00  эта 

вероятность равна нулю. 

2. Найдѐм вероятности, с которыми скрытая модель осуществит переход в 

состояния на следующем 31-ом шаге. Для этого используем формулу [128, 127]: 

 1( | ) ( | ) ,j

n n n n i

i

P X j s P X i s P         (Ж.2) 

Получаем следующие вероятности перехода скрытой модели на 31-ом шаге: 

в состояние 10 с вероятностью 0,3369, 01 – 0,5100, 00  – 0,1531; во все остальные 

– с нулевой вероятностью.  
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3. Определим вероятности появления сигналов на следующем 31-ом шаге, 

применим формулу [128, 127]:  

   1 1 1 1( | ) ( | ) | ,n n n n n n

i

P S s s P X i s R s i          (Ж.3) 

при этом используется формула (Ж.2). 

Получаем следующие вероятности появления сигналов на 31-м шаге: сигнал 

1 с вероятностью 0,8469, 0 – 0,1531, 2 – 0. 

4. Найдем вероятность появления (испускания) полученного вектора 

сигналов 
30

s . 

Для этого можно использовать формулы [128, 127]: 

    1 1( ) ( | ) ( ) ,n

n n i

i i

P S s F i R s i B i p          (Ж.4) 

а также 

   ( ) ( ),n

n k k

i

P S s F i B i         (Ж.5)  

при любом фиксированном k. 

Вероятность появления полученного вектора сигналов 
30

s  равна 

78 8759 10, . 

5. Прогнозирование состояний скрытой модели по полученному вектору 

сигналов. 

На основании полученного вектора сигналов 
30

s  необходимо найти 

наиболее вероятные состояния скрытой модели на переходах. Для решения этой 

задачи используется формула [128, 127]:  

  
( ) ( )

| .
( ) ( )

k k k
k k

k k

j

F i B i
P X i S s

F j B j
  


     (Ж.6) 

Таким образом, необходимо найти i, которое максимизирует выражение 

( ) ( )k kF i B i . 

В Таблице Ж.1 указаны наиболее вероятные состояния скрытой модели на 

указанных в ней переходах и вероятности этих состояний. 
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Покажем влияние величины группового мгновенно пополняемого резерва 

времени на вероятность появления полученного вектора сигналов 

 30
2 1 0 1 2 1 0 1 0 1 0s                    , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , . 

Результаты представлены в Таблице Ж.2. 

Таблица Ж.1 

Наиболее вероятные состояния скрытой модели на переходах 

Номер перехода 1 2 4 9 14 23 29 30 

Наиболее вероятное 

состояние 
11 01 01 01 11 10 01 00 

Вероятность состояния 1,000 0,550 0,597 0,572 1,000 0,539 0,550 1,000 

 

Таблица Ж.2 

Вероятность появления 
30

s  при различных значениях резерва времени 

 h=1,5 часа h=1,1 часа h=0,7 часа h=0,3 часа 

 n

nP S s  78 8759 10,  61 1974 10,  78 5823 10,  71 9706 10,  

 

Используя алгоритм Баума-Велша [68, 127, 97] можно уточнить начальные 

параметры модели, чтоб они наиболее точно согласовывались с полученным 

вектором сигналов.  

Применяя этот алгоритм, получаем уточненную матрицу переходных 

вероятностей для рассматриваемой системы. На Рисунке Ж.1 представлены: а) 

исходная матрица переходных вероятностей 
j

iP , б) уточненная матрица 

переходных вероятностей 
j

iP . 

0 0,5333 0,4667 0 0

0,9470 0 0 0,0530 0

0,9260 0 0 0,0740 0

0 0,3369 0,5100 0 0,1531

0 0,4221 0,5779 0 0

j

iP

 
 
 
 
 
 
 
 
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а) 

0 0,5066 0,4934 0 0

0,7355 0 0 0,2645 0

0,6942 0 0 0,3058 0

0 0,2688 0,3979 0 0,3333

0 0,4276 0,5724 0 0

j

iP

 
 
 
 
 
 
 
 

 

б) 

Рисунок Ж.1 – Матрицы переходных вероятностей 

Применяя алгоритм Витерби [137, 127, 97] к уточненной модели, 

определяем наиболее вероятную цепочку состояний для полученного вектора 

сигналов: 11, 10, 00, 01, 11, 10, 00, 00 , 01, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 00, 

01, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 00. 
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Приложение З 

Программа в пакете Maple для решения задач теории СММ 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

Зададим величины резерва времени: 

 

 

Распределение Эрланга порядка m1: 

 

 

 

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

Укрупненные вероятности перехода: 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

Матрица переходных вероятностей: 

>  

 

Функция связи: 
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

Зададим вектор сигналов: 
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

Зададим начальное распределение: 

>  

 

Переменные прямого хода: 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

 

 

 

 

>  
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>  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

>  

 

>  

 

 

 

 

 

>  
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>  
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Вероятности состояний СММ в момент испускания 30-го сигнала: 
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

Вероятности перехода в состояния на следующем sz+1 (31-ом) шаге: 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

Вероятность появления сигналов на шаге sz+1 (31-ом шаге): 

 

 



198 

 

 

 

 

Обратные переменные: 
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Вероятность появления (испускания) полученного вектора сигналов: 
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Прогнозирование состояний скрытой модели по полученному вектору сигналов: 

 

 

Первый переход модели: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
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Алгоритмы Витерби и Баума-Велша 

 

Матрица переходных вероятностей: 

>  

 

Функция связи:

 

>  

 

Зададим вектор сигналов: 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

Начальное распределение: 

>  

 

Прямые переменные: 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

>  

 

 

 

 

 

Обоатные переменные: 
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Вероятность появления (испускания) полученного вектора сигналов: 

 

 

 

 

Алгоритм Баума-Велша: 



214 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



215 

 

 

 

 

 
 

 

 

Повторная оценка элементов: 

Начальное распределение 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Матрица вероятностей переходов: 
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Алгоритм Витерби: 

нахождение цепочки состояний, максимизирующей вероятность того, что модель с 

заданными параметрами дала заданную цепочку сигналов по искомой цепочке состояний. 

Прямой ход: 
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Приложение И. 

Копии свидетельств о государственной регистрации программ для ЭВМ 
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Приложение К. 

Копия акта использования результатов диссертационной работы  

в учебном процессе 

 

 


